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Vorrede. 


Bei der Abfassung des vorliegenden Schriftchens beabsich- 
tigte ich die wichtigsten Begriffe und Sátze der Mechanik, die 
bei deren Anwendung am meisten gebraucht werden, in mig- 
lichster Kürze, aber doch streng wissenschaftlich zu entwickeln. 
Angeregt wurde ich dazu durch Vorlesungen, welchen die nüm- 
liche Aufgabe gestellt war und besonders durch eine inhalt- 
reiche Abhandlung von H. Grassmann (Programm des Stettiner 
Gymnasiums für 1867), die mir zeigte, welch’ grosser Nutzen 
aus der Anwendung der Rechnung mit Strecken zu ziehen sei. 
In Folge dessen habe ich mich auch bei der vorliegenden Dar- 
stellung der Streckenrechnung bedient, die nicht nur gestattet, 
je drei Gleichungen in einer einzigen zusammenzufassen, sondern 
auch erlaubt, die Benützung der analytischen Geometrie fast 
ganz zu vermeiden, Die Bezeichnungen TSV, sowie auch 
einzelne Betrachtungen, habe ich der Hamilton’schen Quater- 
nionentheorie entnommen, weil sie weiter bekannt ist als die 
Grassmann’sche Ausdehnungslehre; doch hatte ich nieht nöthig 
die Quaternionen selbst einzuführen. 

Den Unterschied zwischen der absoluten und der relativen 
Bewegung, die unsern Beobachtungen allein zugänglich ist, 
versuchte ich schärfer hervorzuheben als es gewöhnlich geschieht. 
Beispiele sind nur in geringer Zahl gegeben und nur solche, 
welche die Kenntniss wichtiger Naturgesetze vermitteln. Da 
die vorgetragenen Sätze allgemein bekannt sind, so habe ich 
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nirgend die Quellen angeführt; für die Darstellung habe ie 
ausser den oben erwähnten Werken noch die bekannten grössere 
Lehrbücher der Mechanik und — für die Theorie der Momentan 
krüfte — eine Abhandlung von Darboux benützt, 


München, im Juli 1881. 


J. Lüroth. 
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GABINET MATEMATYCZNY 


'awarjsivc Raukoweg Warszawsklage 


$ 1. Die Mechanik ist die Wissenschaft von der Be- 
wegung und deren Ursachen, Sie lehrt einerseits die nüheren 
Umstände kennen, welche eine Bewegung charakterisiren, anderer- 
seits untersucht sie die Ursachen der Bewegungen, die Kräfte, 
und zeigt wie man die Bewegungen finden kann, wenn die 
Krüfte bekannt sind. Die Aufgabe die Bewegungen an sich zu 
studiren, fällt der Phoronomie oder Kinematik zu; diese 
ist eine rein mathematische Wissenschaft, die ausser den all- 
gemeinen Hypothesen der Geometrie keiner weiteren Hypothesen 
bedarf. Die Betrachtung der Krüfte dagegen ist eigentlich ein 
Theil der Physik, die nicht nur die Erfahrungsthatsachen liefert, 
auf welche die Theorie der Krüfte oder Kinetik sich aufbaut, 
sondern auch die Kräfte selbst kennen lehrt, während der eigent- 
lichen Mechanik die Aufgabe zufällt, bei gegebenen Kräften 
die Bewegungen zu bestimmen. Man theilt diesen Zweig wieder 
in die beiden Theile: Statik und Dynamik, indem man jener 
die Erforschung der Zustände zuweist, in welchen die Kräfte 
keine Wirkungen äussern, dieser aber die Ermittelung der Be- 
wegungen selbst, 

Mathematisch betrachtet ist die Aufsuchung der Kräfte 
eine Aufgabe der Differentialrechnung, die Erforschung der Be- 
wegungen bei gegebenen Kräften dagegen eine, häufig sehr 
schwierige, Aufgabe der Integralrechnung. 


I. Die Bewegung an sich. 


$ 2. Die Bewegung eines Körpers ist im Allgemeinen 
eine sehr complieirte Erscheinung, weil sich der Körper bei 
seiner Bewegung drehen, ja auch Veränderungen in der Lage 
seiner Theile gegeneinander erfahren kann; man wird daher 
Lüroth, Mechanik, 1 
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zweckmässig zuerst die Bewegung eines einzelnen mathematischen 
Punktes studiren. Die erhaltenen Resultate sind nicht nur, wie 
sieh zeigen wird, die Grundlagen für die Erforschung der Be- 
wegungen der Kórper, sondern bieten auch desswegen directen 
Vortheil, weil wir manche Kórper, z. B. die Fixsterne und viele 
Planeten, ohne merklichen Fehler bei unsern Beobachtungen als 
mathematische Punkte betrachten dürfen. , 

Um angeben zu kónnen, wie sich ein Punkt bewegt, muss 

man vor Allem im Stande sein, zu sagen, wo er sich in jedem 
Augenblicke befindet. 

d Um den Ort eines Punktes anzugeben, benützt man die 
Coordinateu und zwar gewöhnlich die rechtwinkeligen. 

Man wühlt einen Punkt O zum Ursprung des Coordinaten- 
systems, legt dessen z-Axe durch einen andern Punkt A und 
dessen wy-Ebene durch einen dritten B. Wenn man dann in 
O auf die Ebene OAB eine Senkrechte errichtet, so kann man 
diese zur z-Axe des Systems machen. Dabei ist es ganz 
gleichgültig, ob die Punkte A und B ihre Entfernungen von 
einander und von O ändern oder nicht, wenn man nur im Stande 
ist, die Punkte O A D jederzeit wieder zu finden. Man kennt 
nun den Ort eines Punktes zu irgend einer Zeit, wenn man 
seine Coordinaten xyz für diese Zeit kennt und man kennt 
seine Bewegung wenn syg als Functionen der Zeit ¢ be- 
kannt sind. 

Wir haben aber kein anderes Mittel, drei Punkte O.A B 
anzugeben, als indem wir sie mit Hilfe von Körpern definiren, 
z. B. als die Mittelpunkte von Kugeln oder Cylindern oder als 
die optischen Mittelpunkte von Linsen, oder als Marken an 
festen Kórpern. In Folge dessen kónnen wir in letzter Instanz 
die Lage eines Punktes immer nur gegen Kórper festlegen und 
kónnen daher auch nur seine Bewegung gegen Kórper bestimmen 
d. h. wir sind nur im Stande, relative Bewegungen 
zu beobachten. 

Legt man neue Punkte Or A" Dr zu Grunde, so kann man 
ein anderes System der nu ai einführen. Die Coordinaten im 
letzteren System kann man aber aus den früheren berechnen, 
wenn man die Lage des zweiten Systems gegen das erste an- 


| http://rcin.org.pl 


i — 8 — [S 3 
zugeben im Stande ist. Man kann desshalb auch den Ort eines 
Punktes auf ein Coordinatensystem beziehen, dessen Axen nicht 
dureh Kórper bestimmt sind, wenn es nur móglich ist, die Lage 
dieses Systems gegen ein System anzugeben, welehes durch 
Körper definirt ist. Die Coordinaten im ersten System sind 
dann freilich nur errechnete Gróssen, deren Kenntniss aber, wie 
sich zeigen wird, gewisse Vortheile mit sieh bringen kann. 

§ 9. Wie schon erwáhnt, kennt man die Bewegung eines 
Punktes, wenn man seine Coordinaten als Functionen der Zeit, 
und das Coordinatensystem kennt, auf welches jene sich be- 
ziehen. Mit diesem Coordinatensystem wird sich auch das Gesetz 
der Bewegung ändern und es kann sieh ein System vor dem ` 
andern dadureh auszeichnen, dass es das Gesetz einer bestimmten 
Bewegung besonders einfach erscheinen lässt. Ein grosser Theil 
der Fortschritte der Naturwissenschaften besonders der Astronomie 
besteht in der Erkenntniss der Nothwendigkeit, neue Coordinaten- 
systeme beim Studium der Erscheinungen anzuwenden. Des 
Folgenden wegen ist es nóthig, einige dieser Systeme nüher zu 
charakterisiren. Die ersten Beobachter des Himmels studirten 
die Bewegungen in einem System (I), dessen Ursprung der Ort 
des Beobachters auf der Erde, dessen wy-Ebene der Horizont 
und dessen z-Axe die Richtung nach irgend einem fixirten 
Punkte des Horizontes war. Von diesem System ging man über 
zu einem (II), dessen Ursprung der Erdmittelpunkt, dessen 
xy-Ebene der Erdäquator war und dessen z-Axe durch irgend 
einen festen Punkt dieses Aequators ging. Bald erkannte man, 
dass es zweckmiissiger sei, die w-Axe nicht gegen die Erde, 
sondern gegen die Sterne festzulegen. Nun bestimmt die Ver- 
bindungslinie der Mittelpunkte von Erde und Sonne zusammen 
mit der Richtung der Geschwindigkeit, welche die Erde in ihrer 
Bewegung um die Sonne hat, eine Ebene, die sog. Ekliptik. Die 
Schnittlinie der Ekliptik mit dem Erdäquator heisst Nachtgleichen- 
linie, weil in ihr die Erde zur Zeit des Frühjahrs- und Herbst- 
üquinoetiums sich befindet. Die eine Hälfte dieser Linie nimmt man 
zur z-Axe eines Coordinatensystems (IIT), dessen Ursprung der 
Mittelpunkt der Erde ist, während seine vzj- Ebene die Ebene 
des Erdäquators ist. In Bezug auf dieses System dreht sich 

1* 
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die Erde um die z- Axe, während die Sterne nahezu still stehen. 
Die Bewegungen der Planeten aber liessen sich, wie Copernikus 
entdeckte, noch viel einfacher darstellen, wenn man den Sonnen- 
mittelpunkt zum Ursprung wählte und die Axen dieses neuen 
IV. Systems den Axen des III. parallel annahm. In Bezug auf 
dieses IV. System hat die Erde nicht nur eine Drehungsbewegung 
um ihre Axe, sondern auch ebenso wie alle Planeten noch eine 
fortschreitende Bewegung. Aber auch die Sterne zeigen noch 
Bewegungen, obgleich nicht sehr grosse, gegen das System. 
Man versuchte diese wegzuschaflen, indem man ein neues System 
(V) annahm und dessen Bewegung gegen IV so bestimmte, dass 
die Sterne ihre Lagen gegen das neue System nicht mehr 
ünderten, Da sieh diese Aufgabe nicht strenge erfüllen liess, 
musste man sich damit begnügen, es zu erreichen, dass im 
Mittel die Sterne keine Bewegungen gegen das System erkennen 
liessen. Die dann bei jedem einzelnen Sterne noch übrige Be- 
wegung gegen System V ist die sogenannte Eigenbewegung im 
strengen Sinne. Häufig benützt man in der Astronomie auch 
ein System V’, dessen Axen denjenigen von V parallel sind, 
wührend sein Ursprung der Sonnenmittelpunkt ist. Die Bahnen 
der Planeten z. B. sind in diesem System nahezu Ellipsen, in 
deren einem Brennpunkt die Sonne steht. Die Astronomie zeigt, 
wie man die Coordinaten eines Punktes für diese verschiedenen 
Systeme finden kann, wenn sie für das erste bekannt sind. 

$ 4. Im Folgenden werden wir uns zum Studium der 
Bewegung weniger der Coordinaten als der Strecken bedienen. 
Unter Strecke verstehen wir ein begrenztes Stück einer geraden 
Linie das mit einem bestimmten Sinn oder einer bestimmten 
Richtung versehen ist. Diesen Sinn kann man durch eine auf 
die Strecke gesetzte Pfeilspitze andeuten. Wir werden eine 
Strecke durch einen einzigen griechischen Buchstaben oder durch 
Nebeneinanderstellung der Namen für Anfangs- und Endpunkt 
bezeichnen und im letzten Falle stets den Namen des Anfangs- 
punktes links von dem des Endpunktes stellen. 

1) Mit Strecken sollen nun Rechnungsoperationen vor- 
genommen werden, d. h. es sollen Operationen angegeben 
werden, mit deren Hilfe man nach gewissen Gesetzen aus 
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gegebenen Strecken neue ableiten kann. Dabei nennen wir 
zwei Strecken gleich (bezeichnet durch —) wenn 
siegleich gross, parallel und gleich gerichtet sind. 

2) Zwei Strecken œ und £g 
werden addirt, indem man 
(Figur 1) von einem Punkt A 


3 D a Ea aus eine Strecke A B — « und 
^  vonB aus BC = 2 macht und 
d L dann die Strecke AC als die 
" | " Summe «+ definirt. Es ist 

/ 

B 


(Figur 1.) 


tre 


also hienach A B + B C = AC. 
Man sieht leicht ein, dass wenn 
man AD — fg und DE zg 
macht, E mit C coincidirt, also AE — AC ist. Auch ergibt 
sich einfach, dass wenn man die Construction statt von A aus, 
von einem Punkte A’ aus macht, eine Strecke erhalten wird, 
die mit der vorigen gleich gross, parallel und gleichgerichtet 
und folglich nach der Definition ihr gleich ist. 


y 3) Soll nun (@-+ £)-}y gebildet werden, so construire 
man wie oben « + ? = AC und setze an C die Strecke C F = y 
an. Dann ist fe Latz AC--CF- AT. Es ist aber 
auch AF = AB -+ BF und BF = BC-|-CF, daher AF = 
a + (8 +y) so dass (æ -+ D -+y = a-+(8- y) sieh findet. 
Somit gelten alle Gesetze der Addition von Zahlen auch von 
den Strecken. 

4) Ist a eine Zahl, so soll unter oo eine œ parallele 
Strecke verstanden werden, die, wenn a positiv ist, mit œ gleich 
gerichtet und amal so gross, wenn dagegen o negativ ist, 
(— a) mal so gross und entgegengesetzt gerichtet ist. Für 
(— 1)e, eine Strecke, die parallel und gleichgross mit o aber 
entgegengesetzt gerichtet ist, setzt man dabei einfach — «, so 
dass — AD = BA ist. 

Man zeigt dann leicht, dass wenn b noch eine zweite Zahl 
ist, die Gleichungen 

a(ba)=(ab)a=b(ac) . * 
(a -- b) « — ae -4- b« 


A a 


i 
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bestehen; wie auch, wenn « und 9 Strecken sind 
a (« ]- 9) — ae J- ag 
ist. 

Bildet man nach der obigen Regel die Summe a + (— a), 
so entsteht eine Strecke, die sich auf einen Punkt reducirt, die 
Linge Null hat, und die man desswegen auch mit 0 bezeichnet. 
Es ist klar, dass « -+ 0 =a ist. 

5) Soll die Strecke y so gefunden werden, dass « -|- ; = ? 
ist, so braucht man nur die Strecke — « beiderseits zu addiren 
um y = f + (— a) oder = f — « zu finden. ) 

6) Die Maasszahl der Linge einer Strecke soll durch ein 
vorgesetztes 7' bezeichnet werden, das also kein Factor sondern 
eine Art Funktionszeichen ist; besteht der Name der Strecke 
aus mehreren Theilen, so soll, er dabei in Klammern ein- 
geschlossen werden. Oder aber es wird für die Lüngenzahl ein 
besonderes Zeichen eingeführt. 

Es ist offenbar 

T (aa) = [a]- Ta 
wenn [a] den absoluten Werth von o bezeichnet. Zwischen 
zwei parallelen Strecken « und 9 besteht stets eine Gleichung 
von der Form 


B = OO 

in der a eine Zahl ist. Dann setzt man 
T8 
ad 


und nimmt a = + [a] oder — [a], je nachdem 3 mit « gleich- 
gerichtet ist oder nicht, so liefert aa eine mit £ gleiche Strecke. - 
Umgekehrt, wenn 3 = aa ist, so ist ? mit ae, also auch mit 
« parallel. 

7) Wenn man weiss, dass zwischen zwei Strecken œ und jg, 
die nicht parallel sind, eine Gleichung wie 


aa-|-b8-—90 
besteht, in der a und b Zahlen sind, so müssen diese beide 
gleich Null sein; denn sonst wire aa — — bf, also a und ? 


parallel. 
Sind 9? ; drei Strecken, die nicht derselben Ebene angehören 
und nicht derselben Ebene parallel sind, so kann eine Gleichung 
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mit den drei Zahlen abe nur für a — b = € zs 0 bestehen. 
Denn wäre z. B. a = 0, so wäre 


b o 
a = — — B ER Lë 
a a 
: : b 
Wenn man dann eine Strecke A B = — "P und AC = 


= B y machte, so wire a = A B + BC = AG, daher AB, 


BC und o, und somit auch «7 derselben Ebene parallel, weil 
A B und $, BC und y parallel sind. 

8) Ist d eine vierte Strecke 
mit dem Anfangspunkt F und 
af P dem Endpunkt G (Figur 2), 
so lege man durch F eine Linie 
parallel @ und bestimme auf 
ihr einen Punkt H durch eine 
Ebene, die @ enthält und mit 
9 und y gleichzeitig parallel ist. 
In dieser Ebene lege man HK 
parallel mit 2 und bestimme 
K so, dass KG mit y parallel 
ist. Dann ist 

FG = FH-+HK+ KG, 
Weil die Strecken F H, HK, KG mit bezügl..«, ? und y 
parallel sind, kann man drei Zahlen abe so finden, dass 
FH -ao, HK — bg, KG cy 


(Figur 2.) 


und folglich 
ô = FG —aa--58--cy 
ist. Wäre durch eine andere Construction gefunden 
FG — ala 4- Ug^-4- d^ 
so müsste 
0 = (a --- a) a + (b — b) 8 + (e — e)y 
also nach dem Vorigen 
a’ =a, b zb c zë 
sein. 
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Wenn also a, f, y drei Strecken sind, 
die weder in derselben Ebene liegen, noch 
derselben Ebene parallel sind, so kann man 
jede andere Strecke d nur auf eine Weise 
als eine Summe von der Form 


à = aa d- b8-l-cy 


darstellen, wo abc Zahlen sind, 


8 5. Man kann sich der eben angegebenen Operationen 
bedienen, um den Begriff der Coordinaten und die Formeln zum 
Uebergang von einem Coordinatensystem zu einem andern auf- 
zustellen. 

Man lege dureh einen Punkt O drei nicht derselben Ebene 
angehórige Linien, die Coordinatenaxen, und schneide auf jeder 
eine Strecke ab, deren Linge gleich Eins ist, Bezeichnet man 
diese Einheitsstrecken mit 5, 7 und Z, so kann man nach § 4 
Nr. 8 jede andere Strecke als Summe der Producte von Suz 
in Zahlen darstellen. 

Man kann also auch die Strecke OP, welche O mit irgend 
einem Punkte P verbindet, so darstellen und nennt dann die 
in der Gleichung 
1) OP=xrityn+el 
auftretenden drei Zahlen xyz die Coordinaten des Punktes P. 

Legt man durch einen Punkt O^ drei neue Axen und sind 
& vi D die auf ihnen angenommenen Einheitsstrecken, z' y' a 
die Coordinaten des nämlichen Punktes P in Bezug auf dieses 
zweite System, so ist 
2) O'P = zy! Si -|- DN i! + ei Së 

Die drei Einheitsstrecken & 7‘ 7 lassen sich aber wieder 
durch yë und Zahlen darstellen. Sei 

& = ağ Ehr Le 

y'—a'E--b'» ec 

Ch aE p rei: 
und setzt man noch die Strecke OO) 

Ee a, £ 4- bytet 
so folgt aus der Gleichung 


D 
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3) OP = 00'+0'P 
durch Eintragen eine Gleichung zwischen zwei Summen aus 
Producten von &n{ in Zahlen. Weil Su: nicht derselben Ebene 
parallel sind, müssen die Coéfficienten der drei Strecken beider- 
seits gleich sein, wie aus Nr. 7 8 4 sich ergibt. So entstehen 
die Gleichungen. { 
s = m par + ay J- a" ei 
4) y = b,+ bz! + dy! 4-072 
geu--ez'--ecy cz, 
welehe den Uebergang von den Coordinaten z'y'z' des zweiten 
Systems zu den xyz im ersten vermitteln. 


$ 6. Um die Bewegung eines Kórpers mit der Zeit ver- 
gleichen zu kónnen, muss man im Stande sein, die verflossene 
Zeit in Zahlen angeben zu kónnen. Dazu benützt man die Um- 
drehung der Erde um ihre Axe. Man legt durch die Richtung 
der Sehwere an dem Beobachtungsorte sowie sie dureh die 
Stellung eines frei hüngenden Lothes gegeben ist, eine Ebene 
parallel mit der Richtung der Erdaxe und erhält so die Ebene 
des Meridians. Da die Erdaxe selbst ihre Lage im Erdkórper 
wechselt, so ist auch die Ebene des Meridians in der Erde nicht 
fest; indess ist die Veründerung so klein, dass man praktisch 
die Ebene des Meridians für jeden Erdort als eine mit der Erde 
fest verbundene ansehen kann. Als Sternzeit bezeichnet man 
dann den Winkel dieser Meridianebene mit der z-Axe des 
Systems (III) der in 83 beschriebenen Coordinatensysteme, den 
man, um ihn in Stunden auszudrücken mit i multiplieirt 
d. h. durch 15 dividirt. Da in Folge der Bewegung der Erde 
um die Sonne die Sternzeit nicht mit unsern von der Sonne 
abhängigen Tageszeiten übereinstimmt, hat man einen sog. 
mittleren Tag eingeführt, der gleich 24 Stunden, 3 Minuten, 
56,555 Secunden Sternzeit ist. Diesen theilt man wieder in 
24 Stunden zu 60 Minuten zu 60 Secunden, so dass eine Secunde 
mittlerer Zeit — 1,002738 Secunden Sternzeit ist. Die gewöhn- 
` lichen Uhren geben die mittlere Zeit an, und werden mit Hilfe 
der Sternzeit regulirt, die man aus den astronomischen Be- 
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obachtungen finden kann. In der Mechanik dient als Einheit 
der Zeit gewöhnlich die Secunde mittlerer Zeit, so dass die 
zwischen zwei Ereignissen verflossene Zeit in Secunden mittlerer 
Zeit anzugeben ist. 

$ 7. Die Bewegung eines Punktes gegen ein bestimmtes 
Coordinatensystem ist vollständig bekannt, sowie man seine 
Coordinaten xyz in dem System als Functionen der Zeit kennt. 
Gesetzt es seien x = f (t), y = g (t) z = h (t) diese drei Func- 
tionen. Construirt man nun mit irgend einem Werth f, einen 
Punkt P, mit den Coordinaten x = f(t), y = g (t), z = h (t), 
und denkt sich P, fest mit dem Coordinatensystem verbunden, 
so. dass seine Coordinaten im Laufe der Zeit sich nicbt ändern, 
so wird offenbar zur Zeit & der bewegliche Punkt mit dem 
Punkt P, zusammenfallen. Macht man diese Construction für 
alle möglichen Werthe von ¢,, so erhält man eine mit dem 
Coordinatensystem fest verbundene Curve mit deren Punkten 
nach und nach der bewegliche Punkt zusammenfällt und die 
man die Bahn des Punktes in dem angenommenen Coordinaten- 
system nennt. 

Sei zur Zeit ¢ der bewegliche Punkt im Punkte P seiner 
Bahn, zur Zeit £ ELO im Punkte P’; P habe die Coordinaten 
xyz, Di die aus, dann ist 

OP —o =28 + yy +20 
OP! = op = w' Ef y» zt 
folglich 
PP! —g —o-—(sz'—2)8- (y'—y)»-- (* —2)€ 

Entwickelt man a — x = f (t J- t) — f (f) nach dem 
Taylor'schen Satze, verfährt ebenso mit y' — y und z'— 2, so 
folgt dureh Zusammenfassen der Glieder 


1) e—eo—yl--igUl... 
wo 
dz dy de 
a E 
d nd 
g= z$ + SE Ad 


bestimmte Strecken P. wi = Gë und Grósse noch von 
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t abhängig sein können. Man nennt die Strecke y die Ge- 
schwindigkeit, die? die Beschleunigung zur Zeit £. 
Aus Gl. (1) folgt: 


TM dert. ek 
lim T it 7 
OT, Og d. 
2 lim! a dé: gm 


Die erste dieser Gleichungen liefert 
Ty = lim T (Ez) 
Es ist aber o — o die Sehne, welche die Punkte P und P“ 


verbindet, folglich 7'(o'— o) die Länge dieser Sehne. Ist die 
Linge des von ihr gespannten Bogens der Bahn s', so ist 


"Ze bk (Lë d 
lim Pi — lim | $49. 2. | 
n k "e i! 
Sehne 
und dies ist, weil der Grenzwerth des Quotienten pre gleich 
Kins ist, gleich lim *.. Diesen Grenzwerth nennt man die Ge- 


H 
schwindigkeit in der Bahn. Bezeichnet man sie durch v 
so ist also 
Ty = v, 

Die Richtung von y ist, weil ¢ eine Zahl ist, mit der von 
lim (ei — o) identisch; die Grenzlage der Sehne ist aber die 
Tangente der Bahn im Punkte P, folglich die Richtung der 
Geschwindigkeit die der Tangente an die DBahneurve. 

Ist s die Länge des Bogens der Bahncurve von einem 


H 
beliebigen Ursprung an gerechnet, so ist v = ks | 
Die drei Zahlen 

dx dy dz 2 

ae wi "di . 
die oben in Gl. 2) vorkamen, nennt man die Componenten 
der Geschwindigkeit nach den Coordinatenaxen, die 

dz dy We 

P ah "de 
die Componenten der Beschleunigung nach den Coor- 
dinatenaxen. 
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Die Gleichung 
= EE 


wo dei gegebene Strecken sind, stellt eine Bewegung dar mit 
der constanten Beschleunigung ô und der Geschwindigkeil ðt -+ €; 
sie ist die einzige Bewegung mit der constanten Beschleunigung 0. 
Sind d und c parallel, so erfolgt die Bewegung in einer mit d 
und e parallelen Linie; sind d und e nicht parallel, so geht die 
Bewegung in einer Parabel vor sich, deren Ebene mit den 
beiden Strecken ð und e parallel ist und deren Hauptaxe mit d 
parallel ist. 

8 8. Die Geschwindigkeit und die Beschleunigung einer 
bestimmten Bewegung werden vom Coordinatensystem abhängen, 
in dem man die Bewegung beobachtet. Es soll nun der Zu- 
sammenhang zwischen jenen Strecken und dem Coordinatensystem 
untersucht werden. 

Es beschreibe ein Punkt in einem Systeme X, eine Bahn C, 
und in einem zweiten Systeme X, die Bahn C, P, und P: 
seien die beiden Punkte von C, resp. C,, in welchen sich der 
beobachtete Punkt zur Zeit ¢ befindet und die natürlich zur 
Zeit ¢ in demselben Raumpunkt vereinigt sein müssen, Beziehen 
sich die Einheitsstrecken Zu ` auf das System X, die Fl’ auf 
X, so wird nach § 5 (2) und (3) der Radius Vector ọ im 
System Z2, gegeben durch 
(1) o= aE y tel 
wenn z'y'z' die Coordinaten zur Zeit ¢ im System X, und A 
die Strecke O0’ ist, die den Anfangspunkt © von X, mit dem 
O' von X, verbindet, Die Strecken 4 Er 7/7 müssen als Functionen 
der Zeit mit Hilfe von Strecken, die im System X, fest sind, 
gegeben sein, oder mit andern Worten die in den Gl. (4) § 5 
auftretenden 12° Zahlen a,...c müssen als Functionen der Zeit 
bekannt sein, damit die Lage des zweiten Systems gegen das 
erste bekannt ist. CH Differentiation von ^ 7nd nun 


do ` FL cid 
(2) dt = Ft ap gr U 
5 „ de’ = UE 
TP Tap e 
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7? ist die Geschwindigkeit y in 3,; die zweite Zeile gibt nach 


(2) S 7 die Geschwindigkeit y’ in 5., deren Lage gegen >, be- 
kannt ist, weil man die Lage von X, gegen X, kennt; die Summe 
in der ersten Zeile ist die Geschwindigkeit, die im Systeme >, 
ein Punkt hat, der sich gegen X, nieht bewegt, also mit ihm 
fest verbunden ist und die Coordinaten zu 3 besitzt. Diese 
Geschwindigkeit, die wir mit I’ bezeichnen wollen, heisst die 
Führungsgeschwindigkeit. Also ergibt sich die Be- 
ziehung 
(2*) ^ y cse gd - BU. 
Differentiirt man ein een Mal, so folgt 
do ZA NU ‚er ac! 
as det ae ety det” ap 
do dë | dy' dw dai dt! 

e UN d 
(3) "n Mt DEDI dt +) 


2. 44 

ë 4 É ri 

+5 SE a ae? 

Hier steht links "i mE B in X, rechts in 

der letzten Zeile, nach (2) § 7 die Beschleunigung A in X, in 

der ersten Zeile die Beschleunigung, welche gegen X, ein Punkt 

zeigt, der mit X, fest verbunden ist und die Coordinaten zi y' a 

hat. Sie soll die Führungsbeschleunigung heissen. Die 

mittlere Zeile endlich stellt eine gewisse Strecke dar, die man 

die zusammengesetzte Centripetalbeschleunigung 

nennt. Bezeichnet man die Summen der ersten und zweiten 

Zeile mit B so ist demnach 

(3*) B = p -+ B 

Mit Hilfe der Gleichungen (2) und (3) kann man also 

aus der Geschwindigkeit und der Beschleunigung eines Punktes 

im System X, die entsprechenden Grössen, wie sie sich im 

System 5, darstellen würden, bestimmen, wenn die Lage von X, 

gegen X, fur jede Zeit bekannt ist. 


L d 
WEE M 


se T Wu 


clas 
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II. Mechanik des materiellen Punktes. 


8 9. Die Bewegung eines Kórpers kann nur dadurch ver- 
folgt werden, dass man die Aenderungen in der Lage und 
Gestalt seiner Oberfliche untersucht. Im Falle eines festen 
Körpers sind uns die Veränderungen im Innern zunächst ganz 
unzugänglich, bei flüssigen und gasförmigen kann man zwar 
innere Bewegungen studiren aber nur indem man kleine in den 
flüssigen Körpern suspendirte Körperchen beobachtet. 

In vielen Fällen kann man sich nun damit begnügen, 
irgend einen mit dem Körper verbundenen oder an ihm befind- 
lichen mathematischen Punkt zu beobachten und seinen Ort als 
Funktion der Zeit zu bestimmen, Man kann z. B. den Körper 
in ein rechteckiges Parallelepiped einschliessen, dessen Seiten 
den Coordinatenebenen parallel sind und dann die Coordinaten 
einer bestimmten der 8 Ecken als Funktionen der Zeit dar- 
stellen. Oder man kann statt dieses Punktes den Mittelpunkt 
des Parallelepipeds wählen. Die Unterschiede in den Coordinaten 
werden um so kleiner sein, je kleiner die Dimensionen des 
Körpers sind und sich mit diesen der Null nähern. Man nimmt 
nun an, dass auch die Geschwindigkeiten und die Beschleunig- 
ungen der verschiedenen Punkte, die man beobachten kann z. B. 
der Mitte und einer Ecke des Parallelepipeds Differenzen er- 
geben, die sich ebenfalls mit den Dimensionen des Körpers der 
Null nähern oder dass diese Differenzen unendlich klein sind 
für einen unendlich kleinen Körper, Einen physischen Körper, 
dessen Dimensionen so klein gemacht oder gedacht sein können 
als man will, nennt man einen materiellen Punkt, wenn 
man zugleich an einen mit der Verkleinerung der Dimensionen 
zu verbindenden Grenzübergang denkt. 

Die Geschwindigkeiten und Beschleunigungen der ver- 
schiedenen mit einem materiellen Punkt in Verbindung gesetzten 
geometrischen Punkte werden bei dem Grenzübergang gleich 
und man kann folglich von der Geschwindigkeit und der Be- 
schleunigung des materiellen Punktes sprechen. 

Aus der Beobachtung der Thatsache, dass die physischen 
Körper auf einander Einwirkungen ausüben und aus den Ge- 
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setzen dieser Wirkungen hat man nun Hypothesen über die 
gegenseitigen Wirkungen von materiellen Punkten abgeleitet, 
die ihre Hauptstütze darin finden, dass die aus ihnen gezogenen 
Folgerungen mit der Erfahrung übereinstimmen. 


Man macht zuerst die Annahme, dass zwei materielle 
Punkte, die aufeinander wirken, sich gegenseitig 
Beschleunigungen ertheilen, wenn sie vollständig 
frei den Einwirkungen folgen können. Das Studium 
der näheren Umstände, von welchen die Grösse und Richtung 
der Beschleunigung abhängt, die ein Punkt dem andern ertheilt, 
liegt der Physik ob; für die Mechanik ist es nur von Interesse 
zu wissen, dass eine Wirkung stattfindet und welche Be- 
 Schleunigung als Resultat derselben sich ergibt, während ihr 
die physikalische Ursache, der wirkende Körper, gleichgültig 
ist. Man hat desshalb auch für diese Ursache einen allgemeinen 
Namen Kraft eingeführt, so dass man unter dem Ausspruche 
„es wirkt eine Kraft‘ nur versteht, dass eine Beschleunig- 
ungsursache vorhanden ist. 


Um die verschiedenen Wirkungen derselben Ursache auf 
verschiedene Körper zu erklären, legt man jedem materiellen 
Punkt einen von seiner chemischen und physikalischen Be- 
schaffenheit abhängigen Coeflicienten die sog. Dichte bei, über 
deren Bestimmung nachher gehandelt werden wird. Das Product 
aus dem Volumen eines materiellen Punktes in seine Dichte 
heisst seine Masse. 


$ 10. Die Beschleunigung, die ein Körper einem andern 
ertheilt, ist natürlich ihrer Grösse und ihrer Richtung nach ab- 
hängig von dem Coordinatensystem, in dem man die Bewegung 
verfolgt. Gewöhnlich legt man nun um die Kraft zu messen, 
ein System zu Grunde, das absolut im Raume ruht. Allerdings 
ist man nach dem früher Gesagten nicht im Stande, die Be- 
wegungen in Bezug auf ein solches System zu beobachten. 
Trotzdem kann man die Kräfte theilweise, auf Grund gewisser 
Hypothesen, erkennen, wie wir sehen werden. Dabei wird sich 
zeigen, dass man umgekehrt, wenn man beobachtbare Er- 
scheinungen berechnen will, auch nicht mehr von den Kräften 
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im absolut ruhenden System zu kennen braucht, als man in 
der That zu erkennen im Stande ist. 

Gesetzt man habe die Wirkung einer bestimmten Kraft X 
auf einen materiellen Punkt beobachtet und in dem absolut 
ruhenden System die Beschleunigung gefunden, die nach Grösse 
und Richtung durch die Strecke $ gegeben ist, so versteht man 
unter der Richtung der Kraft die Richtung von g, und 
unter der Grösse das Product aus der Grösse von E in die 
Masse des materiellen Punktes, 

Ist also p die Dichte desselben und dV das unendlich 
kleine Volumen, so ist pd V die Masse dm und pdV.T die 
Grösse der Kraft. Man kann daher die Kraft nach Grösse und 
Richtung durch eine Strecke x darstellen, die durch die Gleichung 
1) x = pd V.8 
mit d zusammenhängt, Eine Kraft, die einem materiellen Punkt 
eine endliche Beschleunigung ertheilt, ist also unendlich klein 
und man denkt bei ihr auch immer, wie bei dem materiellen 
Punkt, an einen vorzunehmenden Grenzübergang. 

Wenn im Folgenden gesagt ist, eine Kraft sei gegeben 
durch eine Strecke x, so soll diess stets heissen, dass sie 
einem materiellen Punkte von der Masse dm eine Beschleunig- 
ung gegen das absolut ruhende System zu ertheilen vermöge, 


die nach Grösse und Richtung durch die Strecke in ge- 


geben wird, 

Wenn gleichzeitig mehrere Kräfte anf einen Punkt wirken, 
die demselben einzeln die Beschleunigungen 5, pz.. a gegen 
das absolut ruhende System ertheilen würden, so entsteht durch 
ihr Zusammenwirken eine Beschleunigung 9, die, wie man als 
Hypothese annimmt, die Gleichung 


3) c Bep Tm Te 
erfüllt. Die Kräfte, welche die Beschleunigungen 9, ?.... 5, 
hervorbringen, sind gegeben durch die Strecken z, = f, dm, ` 


% = B,dm,...; die Beschleunigung 9 würde durch die Kraft 
x = ßdm hervorgerufen werden. Folglich ergibt sich, dass 


GE tat. et? 
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ist, so dass mehrere gleichzeitig auf einen Punkt 
wirkende Krüfte durch eine einzige Kraft in ihrer 
Wirkung ersetzt werden kónnen, die der Summe 
der gegebenen Kräfte gleich ist. Diese letzteren heissen 
die Componenten, die erstere die Resultante. Wirken 
nur zwei Kräfte, so ist x die Diagonale eines Parallelogramms, 
dessen Seiten x, und x, sind; desswegen heisst die obige Hypothese 
die vom Parallelogramm der Kräfte, 

Die gegebene Definition der Kraft in Verbindung mit dem 
Parallelogrammgesetz kann man in die folgende Formulirung 
des Begriffes Kraft zusammenfassen. Wenn man die Strecke 
pdV.g als eine Summe von Strecken darstellt, so 
heisst jede dieser Strecken eine Kraft. Freilich kann 
diese Zerlegung auf unendlich viele Arten erfolgen; es gibt aber 
manchmal solche Zerlegungen, bei welchen die einzelnen Sum- 
manden sich in ursächlichen Zusammenhang mit Naturkörpern 
setzen lassen, oder vielleicht den bekannten Wirkungen derselben 
genau entsprechen. Zerlegungen dieser Art werden natürlich 
von höherem Interesse sein als die andern. Der Begriff der 
Kraft, wie er sich in dieser Auffassung darstellt, entspricht 
vollständig dem Verfahren, welches die Naturwissenschaft bei 
der Erkenntniss neuer Kräfte anwendet. Als z. B. von Adams 
und Leverrier die Beschleunigung des Planeten Uranus, wie sie 
sich aus den Beobachtungen ergeben hatte, in eine Summe von 
Strecken zerlegt wurde, welche einzeln die Einwirkungen der 
Sonne und der übrigen Planeten darstellten, so fand sich, dass 
noch ein Rest blieb. Unter der Annahme, dass dieser von 
einem noch unbekannten Planeten herrühre, gab dieser Rest die 
Richtung vom Uranus nach diesem neuen Körper und erlaubte 
so dessen Ort zu finden, In ähnlicher Weise führt jeder un- 
erklärte Summand, der bei der Zerlegung einer Beschleunigung 
auftritt, zur Entdeckung einer neuen Kraft. 

Das Gesetz der Trägheit ist in der oben gegebenen 
Definition der Kraft enthalten. Man kann aus ihm noch 
schliessen, dass wenn auf einen materiellen Punkt keine Kraft 
wirkt, derselbe im absolut ruhenden Coordinatensystem keine 
Beschleunigung hat, d. h. sich in gerader Linie mit constanter 
' Lüroth, Mechanik, ` 2 
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Geschwindigkeit bewegt. Daraus folgt dann, dass zwei Punkte, 
auf die keine Kräfte wirken, sich so bewegen, dass die von 
ihnen in derselben Zeit durchlaufenen Strecken ein constantes 
Verhültniss haben. Man könnte also die von einem dieser 
Punkte durchlaufene Strecke zum Maass der Zeit nehmen und 
hätte dann ein vom gewählten Punkte nicht abhängiges Maass, 
wenn überhaupt die Beobachtung móglich würe. 

Eine letzte Hypothese der Mechanik ist die von der 
Gleichheit der Wirkung und Gegenwirkung oder 
der Action und Reaction. Sie sagt aus, dass, wenn ein materieller 
Punkt A, vom Volum d V, und der Dichte p, auf einen zweiten 
Punkt 4, vom Volum d V, und der Dichte p, einwirkt und ihm 
die Beschleunigung 2. ertheili, umgekehrt der zweite dem 
ersten eine Beschleunigung 2. ertheilt, die mit 2. durch die 
Gleichung verbunden ist 
4) p; dV, bı = — p.dV,- B, 
oder einfacher, dass die von A, auf A, ausgeübte Kraft gleich 
gross und entgegengesetzt gerichtet ist mit der von A, auf A, 
ausgeübten, Die Gleichung (4) müsste, um einen mathematischen 
Sinn zu geben, geschrieben werden 


3 


Hi 2 
&» Bre mre 39 
und dann müssten beiderseits die Grenzwerthe gesetzt werden, 
die der unendlichen Abnahme der beiden Volumina d V, und 
d V, entsprechen. Ohne diese Dedingungen muss auf der einen 
Seite noch eine Correction beigefügt werden, die mit d V, und 
d V, unendlich klein ist und die mit e bezeichnet sein mag. Dann 
ist die Hypothese strenge durch die Gleichung 
5*) Pd Vi bı = — p.dV,-2,+dV,-dViz-€ 
ausgesprochen. 

Die Gleichung (4) könnte zunächst zur Bestimmung der 
Massenverhältnisse dienen (unter der Annahme, dass die Be- 
obachtungen ausführbar wären). Sie hat aber noch eine weitere 
Bedeutung. Denkt man sich nämlich » Punkte miteinander ver- 


glichen, so entstehen 5 n(n— 1) Gleichungen wie (4), in 
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welchen nur n — 1 Verhältnisse der Massen auftreten. Die 
Elimination dieser liefert x (n — 1) (n — 2) Beziehungen zwischen 


den Beschleunigungen, die, wie jenes Princip aussagt, thatsüchlich 
erfüllt werden, Somit ist die Möglichkeit für jeden materiellen 
Punkt einen bestimmten Werth der Masse zu finden, der allen 
anderen Punkten gegenüber derselbe bleibt, eine Folge des 
Princips der Gleichheit der Action und Reaction. 


In den rein mechanischen Anwendungen ist die Dichte 
stets positiv, in den physikalischen Anwendungen auf die Theorie 
der Electrieität und des Magnetismus kann der hier mit Dichte 
bezeichnete Coefficient auch negativ werden, wenn er sich auf 
einen materiellen Punkt bezieht, der Trüger von negativer 
Electrieitàt oder von negativem Magnetismus ist. 

Die Dichte eines bestimmten materiellen Punktes ist variabel, 
Dagegen hat man bis jetzt noch keinen Grund gehabt, auch die 
Masse = pd V als veründerlich mit der Zeit anzunehmen, ob- 
gleich der Mechanik aus variablen Massen nur mathematische 
Schwierigkeiten erwachsen würden. 


$ 11. Der in Formel (3) des vorigen 8 angegebene Zu- 
sammenhang zwischen der Beschleunigung eines materiellen 
Punktes und den Kräften die auf den Punkt wirken, setzt 
voraus, dass, wie bei den vorigen Detrachtungen stets, das 
absolut im Raum ruhende Coordinatensystem zu Grunde gelegt 
ist, das wir künftig mit X bezeichnen wollen. Es soll nun 
untersucht werden, wie die Formel sich verändert, wenn man 
vom System X zu einem sich gegen X bewegenden System +’ 
übergeht. : 

Es móge eine bestimmte Bewegungsursache einem materiellen 
Punkte eine Bewegung ertheilen, deren Beschleunigung im System > 
gleich d und im System + gleich #’ ist. Bezeichnet man die 
von der Bewegung des Systems JY gegen XN herrührenden Zu- 
sätze, wie in Gl. (3*) 8 8 mit D, so ist 

B= f+ B. 
Nach der Beobachtung im System X würde man der Be- 


wegungsursache eine Kraft zuschreiben, die nach Grósse und 
4 x e 
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Richtung durch die Strecke dm. dargestellt würde, wo 
dm — pd V gesetzt ist. Man kann diese die absolute Kraft 
nennen; sie sei mit x bezeichnet. Nach der Beobachtung im 
System 3 dagegen würde man eine Kraft x’ — dm-f' voraus- 
setzen, die man die relative nennen kann. Zwischen beiden 
besteht die Beziehung 
(1) x — x! -dm-B 
die angibt, wie man aus der relativen Kraft die absolute finden 
kann, wenn die Bewegung von >’ gegen X bekannt ist. Wenden 
wir dies an auf den Fall, dass mehr als eine, etwa » Krüfte 
auf den Punkt wirken. Sind sie durch die Strecken z,,»,, . . Se 
nach Grösse und Richtung im System XN bestimmt, so ist 
nach (3) 8 10 

dm-8 = z,+z,+..+%, 
also 
(2) dm ff —x--x--..—dm-.B 


x,— dm, B ist die der absoluten Kraft x, entsprechende relative 
Kraft, die wir mit x; bezeichnen wollen. Somit hat man 

(3) dam = x! Lat ck e 

woraus man die Summe von n — 1 absoluten Kräften finden 
kann, wenn man die letzte im relativen System kennt, 

Wenn also nur zwei Kräfte thätig sind und von diesen 
die eine relativ bekannt ist, so kann man die andere absolut 
finden. Bei den Bewegungen, die man auf der Erde gegen ein mit 
ihr fest verbundenes System beobachtet, kommt zu allen Kraft- 
wirkungen stets noch die anziehende Kraft der Erde hinzu. 
Gegen das mit der Erde festverbundene System ist die relative 
Kraft der Erde leicht zu bestimmen: sie wirkt nümlich vertical 
naeh abwärts und ihre Grösse ist an der Erdoberfläche in der 
geographischen Breite y gegeben durch das Product der Masse 
in eine Zahl, die man mit g bezeichnet und deren Werth 
(nach Listing) 


g = 9,780728 + 0,050875 sin °p 
ist, wobei das Meter als Lüngeneinheit zu Grunde gelegt ist. 
Wenn man also bei Beobachtungen von Krüftewirkungen auf 
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der Erde von dem beobachteten du, 2 die der Schwere ent- 
sprechende relative Kraft z,;, wie sie eben beschrieben ist, ab- 
zieht, so bleibt die Summe der wirkenden absoluten Krüfte 
zurück. Insbesondere sind die auf diesem Wege gefundenen 
Wirkungsgesetze verschiedener Agentien die im absoluten Systeme 
geltenden. 


$ 12. Die Beziehung pd V.9? — x zwischen Kraft und 
Beschleunigung liefert in der Theorie ein Mittel, um die Ver- 
hültnisse der Massen zu bestimmen. Denn bringt eine zweite 
Kraft z, die auf einen Kórper von der Masse p,d V, wirkt, die 
Beschleunigung 5, hervor, so ist 
p dV qu PR 
pdV, Tx, Tp 
Die Masse eines ganzen Körpers findet sich, wenn die 
Dichte in jedem einzelnen Punkte bekannt ist, durch Theilung 
in unendlich viele, unendlich kleine Theile und Summation von 
deren Massen gleich 


lim xp-a y = f»av 


wo das Integralzeichen rechts die Stelle eines dreifachen ver- 
tritt, das sich über das ganze Innere des Körpers erstreckt. 
Ist die Dichte überall constant, so nennt man den Körper 


homogen mit Masse erfüllt. Die Masse ist dann =p f dv 
= p: Volumen. 

Andernfalls spricht man von einer mittleren Dichte, worunter 
man die Dichte versteht, welche eine homogene Massenvertheilung 


haben müsste, um dieselbe Masse für den Körper zu liefern, 
die er thatsichlich hat. Diese mittlere Dichte ist offenbar 


pav: fay. 


Die Theorie der Waage zeigt nun, dass zwei Körper, die 
an der Waage sich als gleich schwer erweisen, die gleiche 
Masse haben. Man kann also mit diesem Instrumente bequem 
die uns zugänglichen Massen vergleichen. 

Um die Massen durch Zahlen auszudrücken, muss man eine 
bestimmte Masse als Einheit wählen. Entweder wählt man 


ed 
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nun nach Gauss als Einheit die Masse eines Kilogramms, wo- 
dureh die Masse eines Kórpers, der G Kilogramm wiegt gleich 
G wird (absolutes Maasssystem); oder man setzt „Eins“, 
die Masse von g Kilogramm, wo g die Beschleunigung der 
Schwere an einem bestimmten Erdorte ist, wodurch dann ein 


G Kilogramm wiegender Kórper die Masse KR erhält (tech- 


nisches System). Für viele, besonders technische, Zwecke 
kann man dabei g = 9,81 setzen, wenn das Meter als Längen- 
einheit angenommen wird. 

Die Dichte p ist natürlich abhüngig ausser von der Massen- 
einheit auch von der angenommenen Längeneinheit, die man 
zur Bestimmung der Volumzahl braucht; und zwischen der 
Dichte p, der Massenzahl dm und der Volumzahl dV oder, 
wie man kurz sagt, der Masse und dem Volum eines materiellen 
Punktes besteht die Gleichung 

dm = pd V. 

Für einen zweiten materiellen Punkt seien p, dm, d V, Dichte, 
Masse und Volum, dann ist 

am = pd V,; 
daher 

p dm dm, 
1) ^ AP ah, 
von den Einheiten unabhängig. Man nennt diesen Quotient das 
specifische Gewicht, indem man unter dem zweiten 
materiellen Punkt gewóhnlich ein Wassertheilehen von 4°C ver- 
steht. Ist w das specifische Gewicht, so ist also 
2) dm — ud V > p, — wd V. Tr 

Nach der Definition des Kilogramm ist ein Kilogramm 
an der Waage gleichschwer mit einem Cubikdecimeter Wasser 
von 4°C. Folglich hat 0,001 cbm Wasser von 4° C nach dem 
Gauss'schen System die Masse 1 und folglich haben dV, chm die 
Masse dm, = 1000 d Va so dass 
3) dm = 1000 ud V 
ist. Nach dem technischen System dagegen wird 
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3*) dh = d Lë 
In beiden Formeln 3) und 3*) ist dV in Cubikmetern 
auszudrücken, 


$ 13. Ist die auf einen Punkt von der Masse dm wir- 
kende Kraft x bekannt, und ist 9 die Beschleunigung im absolut 
rukenden System 7, so ist die Differentialgleichung der Bewegung 


e 


%=dm-p = dm-— 
\ de 


wenn o den Radius Vector in dem System X bezeichnet. 


Wirken mehrere Kräfte und ist 3x ihre Summe so lautet 
die Gleichung 
do y, 
1) dm Te LPS 
Soll aber die relative Bewegung gegen ein anderes 
System >’ als das absolute bestimmt werden, so sei /?' die Be- 
schleunigung im zweiten System und nach § 8 (3*) 


B= pf +B; 
dann folgt, wenn o den Radius Vector im System >’ bezeichnet, 


? ol E d 
dm- dB Xx — dm- B. 
Damit die rechte Seite bekannt sei muss eine der ge- 
gebenen Kräfte z,z....,%, z. D. nach ihrer relativen Grösse 


gegeben sein. Ist diese z,', so ist ja 
‘ x, =x — dm. B 
und daher 


NI 
2) dm. € — ak, ker: 


die Bewegungsgleichung. Man sieht hieraus, dass man zur 
Untersuchung einer unserer Beobachtung zuginglichen Erscheinung 
nicht mehr von den absoluten Kräften zu wissen brancht, als 
man nach § 11 gerade zu erfahren im Stande ist. 
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Sei, unter Einführung der Coordinaten in Gl. 1), 


e—c5-- yn st 
x — XEF Yn Zt 


so wird aus Gleichung 1) 


d'a e 

amp = 3X 
Heike 

dam 75 ZE a ox s B 
RE 

dm dé Z 


XYZ nennt man die Componenten der Kraft x nach den 
Coordinatenaxen. 


Es sollen nun für einige Bewegungsprobleme die Gleich- 
ungen aufgestellt werden. 


A) Wenn sich ein Punkt von der Masse dm in der Nihe 
der Erdoberflüche bewegt, so übt die Erde eine Kraft auf ihn 
aus, die, gemessen in dem mit der Erde fest verbundenen 
Coordinatensystem I des 8 3, die Grüsse gdm hat (wo g die 
in $ 11 gegebene Zahl ist) und vertical nach abwärts gerichtet 
ist. Bezeichnen wir mit « eine vertical nach abwürts gerichtete 
Strecke von der Linge Eins, so ist 


dm. A = gdm-a 


| d 
woraus 
1 
4) e— y ga yt e, 


folgt, wo y, und o, Geschwindigkeit und Radius Vector zur 


Zeit t = 0 bezeichnen. (Siehe Schluss von § 7). 


B) Indem wir die Bewegung der Planeten um die Sonne 
betrachten, wollen wir der Einfachheit wegen annehmen, dass 
ausser der Sonne nur zwei Planeten vorhanden seien und dass 
alle drei Kórper als mathematische Punkte betrachtet werden 
können. Es sei m, die Masse der Sonne, m, und m, die Massen 
der beiden Planeten. Jeder der drei Körper übt auf die beiden 
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andern eine Anziehung aus, die nach dem Newton’schen Gesetze 
gleich ist dem Product aus einer Constanten % in die Massen 
des anziehenden und angezogenen Kórpers und in das reciproke 
Quadrat ihres Abstandes, und deren Richtung in die Verbindungs- 
linie des anziehenden und angezogenen Punktes fällt. Ferner 
mögen von den Sternen her auf die drei Körper noch Kräfte 
ausgeübt werden, die nach Grösse und Richtung resp. m,x,, m, Xi 
m,z, sein mögen. Bezeichnen wir mit 2,, £i, 8, die Beschleunig- 
ungen, bezogen auf das im Raum absolut ruhende Coordinaten- 
system, mit o, und o, die beiden Strecken, die von der Masse m, 
nach m, und m, gehen, mit o die Strecke von m, nach m, und 
mit rr,r, die Längen dieser Strecken, so sind die drei Be- 
wegungsgleichungen 


km,m Var m 
mp = - SE? $i + —— o + my x, = m, (rn + %) 
1 
km m km, m. 
5) 4 mf; = — Se "-+- ^ e + mx = m, (A + x) 
1 
` km,m iim m, 
fi, = — — = — 0, — 0 + m,x, = My (x: + *) 
2 


Nun soll die Bewegung auf das oben § 3 mit V’ be- 
zeichnete System bezogen werden, dessen Ursprung der Sonnen- 
mittelpunkt ist. In diesem System hat also die Masse m, die 
Beschleunigung Null, die m, und m, mögen die Beschleunigungen 
8; und f, haben. 


Die Beschleunigung im absoluten System wird aus der 
im bewegten System nach Formel (3) des $ 8 durch Zusatz 
von gewissen Strecken gefunden, von welchen die erste dort mit 


E. bezeichnete hier gleich 2. ist, wie man findet, wenn man 
jene Gleichung auf den Ursprung des Systems V^ d. h. die 
Masse m, anwendet, für die T = fj, ist, während die Coor- 
dinaten z'y'z' und ihre Differentialquotienten verschwinden. Die 
andern noch zuzusetzenden Strecken mögen für die Masse m, 
die Summe «,, für die m, die Summe o haben, Dann ist 
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B, = bi + B Ha 
B» = fa + B+ s 
und folglich sind 
Bi = n — OK St ETH 
Bo = ta — By + x2 — a, 
die Gleichungen fiir die Bewegung der beiden Planeten um die 
Sonne. Setzen wir für 3, den Werth aus (5), so ergibt sich 
fi = o — t d- x —% — 0 
By = a — Ma F i — o — 0 


6) 


Die bisherigen Beobachtungen haben gezeigt, dass diese 
Gleichungen schon zu befriedigen sind, wenn man die Strecken 
xı — % — «, und x, — x, — @, vernachlässigt. 


Die Gleichungen, die dann entstehen 8 
d = % —% 
* PA 1 0 
ET Ié = X4 — Me 


würden sich aber auch ergeben, wenn man das System V als 
ein absolut ruhendes betrachtete, in dem schon das Newton'sche 
Gesetz die Anziehungskräfte beherrscht. Somit kann man das 
System V als ein im Raume ruhendes betrachten innerhalb der 
Genauigkeit der Beobachtungen wie sie die heutige Astronomie 
liefert, Wenn man diese Annahme macht und auf Grund der 
Newton’schen Hypothese die Bewegung der Erde gegen das 
System V berechnet, indem man dabei die Erde nicht mehr als 
Punkt behandelt, so ist man im Stande, die in $ 3 erwühnte 
empiriseh gefundene Bewegung des Systems IV gegen das V. 
zu erklären; ja nur auf Grund dieser Hypothese gelang die 
feinere Erforschung jenes empirischen Gesetzes. 

C) Es sei nach Grösse und Richtung s 39 die Kraft, die 
die Erde auf einen Punkt von der Masse m ausübt, wenn man 
diese Kraft im absoluten System oder, was nach dem Obigen 
praktisch dasselbe ist, im System V misst, m 9^ dagegen dieselbe 
Kraft, gemessen im System II. Ist A der Radius Vector des 
Erdmittelpunktes im Systeme V, so folgt aus Formel (3) des 8 8 

äs ajo) GL , 
9 = I + TE +B 
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wenn B’ die in der angezogenen Formel auftretenden Zusatz- 


2 


Strecken ohne d sind. 


Das System II dreht sich um die z-Axe des Systems III 
und dieses ist selbst in einer Bewegung gegen System V be- 
griffen. Da diese letztere aber sehr langsam ist, so wollen wir 
von ihr absehen und annehmen, das System III sei gegen das 
V in Ruhe. Sind dann in den Formeln des § 5 Eu die 
drei Einheitsstrecken auf den Axen des Systems II, dagegen 
S50 die auf den Axen von III, so ist wenn w die Winkel- 
geschwindigkeit bezeichnet mit der II um die z-Axe von III 
sich dreht 


EI — Ecoso t + y sin wt 


nf = — §sinwt + y cos wt 
RUE 
daher die vorher mit B’ bezeichnete Strecke 


NE ne d a d y' ., 
wird. 
Folglich ergibt sich endlich 
d i XA (e d y' ) 
a. LL. oy mM c nda Bl 315 adul B CAL ut c PECES 
qe GE? o" (a! & + y' 1j) + 20 ar" dt” 

Ist ein Punkt in einem bestimmten Momente relativ zum 
System II in Ruhe (was nur eintritt, wenn ausser der Erde 
noch eine andere Kraft auf ihn wirkt), so ist die Beschleunigung 
gegen dieses System, welche ihm die Erde zu ertheilen strebt 


ET D pere yi) 


A ist jedenfalls eine Function der Zeit und sonach er- 
scheint auch # obiger Gleichung gemäss als Funktion der Zeit; 
indessen hat man eine solche Abhängigkeit noch nicht nach- 
weisen können. Man kann daher # nach Grösse und Richtung 
in Bezug auf die Zeit als constant betrachten. Dagegen ist es 


abhüngig von dem Erdort, in dem die Beobachtung angestellt 


http://rcin.org.pl 


§ 14] — 28 — 


wird und zwar ist die Richtung stets die des Lothes und seine 
Grösse für einen Punkt an der Erdoberfläche die oben in S 11 
gegebene Zahl g.  Bezeichnet man daher wie in (A) mit « 
eine vertical nach abwärts gerichtete Einheitsstrecke, so ist 


€ d'À 2 ig d 
I Fat oe SE NEE E 


und die Gleichung fiir die Bewegung eines Punktes an der 
Erdoberfläche gegen das System II wird, wenn man seinen 
Radius Vector in diesem System oi nennt, 


ORT / 4 
7) gu He). 


$ 14. Wenn ein materieller Punkt nicht frei ist, d. h. 
wenn er nicht jede beliebige Bewegung ausführen kann, sondern 
nur solche, die ihm von irgend welchen Hindernissen gestattet 
werden, so wird er auch der Wirkung einer auf ihn ausgeübten 
Kraft nicht folgen können. Vielmehr wird er, wenn er sich 
wirklich bewegt und nicht etwa trotz der Kraft in Ruhe bleibt, 
eine gewisse Beschleunigung besitzen, die von der verschieden 
sein kann, welche ihm die Kraft ertheilen würde, wenn das 
Bewegungshinderniss nicht da wäre. Sei nach Grösse und 
Richtung ? die letztere Beschleunigung, 5^ die der wirklich ein- 
tretenden Bewegung, so kann man setzen 


B' = B+ (P — B). 

Ist ferner dm die Masse des materiellen Punktes und x 
die auf ihn wirkende Kraft, in demselben System gemessen, auf 
das 9 sich bezieht, so ist dm. — x und folglich 

dm, —x--dm-(8' — A) 
dm-8' ist die Kraft, welche dem Punkte die Beschleunigung 
6’, die er in der That hat, ertheilen würde, wenn er frei wäre. 

Also bewegt sich der Punkt so, als ob er frei wäre, aber 
eine Kraft x+ dm-(#' — 8) auf ihn wirkte. Das Hinderniss 
liefert demnach zu der wirkenden Kraft noch eine Zusatz- 
componente A = dm -(9'— £). Würde man ein anderes Coor- 
dinatensystem zu Grunde legen und wären 9,9, die 9 und j? 
entsprechenden Beschleunigungen, so wäre 


b =8+B, p= pP+B 
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wo die Strecke B in beiden Fällen dieselbe ist, weil sich die 
Betrachtungen auf einen und denselben Zeitpunkt beziehen. 
Folglich ist A — 8 — 8, — f, und somit hängt die Grösse 
und Richtung von A nicht von der Wahl des benutzten Coor- 
dinatensystems ab. 

Wie gross diese Zusatzkraft A ist, welche ein bestimmtes 
Hinderniss verlangt oder ausübt und nach welchen Gesetzem sie 
wirkt, kann nur durch Erfahrungen und Versuche bestimmt 
werden, Man beobachtet zu dem Zwecke x und 2’ und findet 
dann die gesuchte Zusatzkraft 
1) A — dm: — x. 

Man kann auch die obige Gleichung so schreiben 

dm-:f! =x — (— A) 

und dann sagen, die wirkliche Beschleunigung kommt zu Stande, 
indem von x durch das Hinderniss ein Theil = (— A) ver- 
nichtet wird, so dass nur noch der Rest die Bewegung hervor- 
bringt. Die Beobachtungen haben nun gelehrt, dass jedes 
Hinderniss nur Kräfte vernichten kann, die ihrer Grösse nach 
unter einer bestimmten Grenze liegen, dass dagegen das Hinder- 
niss überwunden wird wenn jene Grösse die besagte Grenze 
übersteigt, wobei mit dem Rest der Kraft dann diejenige Be- 
wegung eintritt, die auch ohne das Hinderniss eintreten würde, 
Ist demnach — A der Theil der Kraft, der vernichtet werden 
muss, damit eine bestimmte Bewegung zu Stande kommt, ko die 
Grösse der Kraft, die höchstens noch vernichtet werden kann, 
wenn sie in der Richtung von — A wirkt, so wird — A ver- 
nichtet, wenn TA < k,. 

Ist dagegen TA > k, so wird von der Kraft x nur 
ein in der Richtung von — A wirkender Theil von der Grösse 


A 
“TA 
setzen kann und es tritt Bewegung trotz des Hindernisses ein 
mit einer Kraft, die gleich 


-— A 
L aH 


k, vernichtet, den man nach Grösse und Richtung = — k 


ist, 
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Wie gross die Grenze k, ist, hängt von der Natur des 
Hindernisses ab und kann in manchen Fällen nur mit Hilfe 
der Elasticitätslehre gefunden werden; in der Mechanik wird 
diese Grenze natürlich als bekannt angenommen. Die in der 
Mechanik am meisten gebrauchten Hindernisse sind Faden, 
Stäbe, Curven und Flächen. Ein Faden kann nur eine Kraft 
vernichten, die in seine Richtung fällt und ihn zu spannen 
strebt; dagegen kann ein Stab nicht nur spannende oder ziehende, 
sondern auch drückende Kräfte vernichten. Die Grenze k, ist 
aber im ersteren Falle grösser als im zweiten, weil im letzteren 
sich der Stab biegt. Bei Qurven und Flächen ist zu unter- 
scheiden, ob sie glatt sind oder eine Reibung ausüben, Im 
ersten Falle können sie nur Kräfte zerstören, die zu ihnen 
senkrecht sind und nach dem Innern des Widerstand leistenden 
Körpers gerichtet sind. 


$15. Wenn man die Probleme der Bewegung bei gegebenem 
Widerstande in geometrischer Weise behandeln will, muss man 
zuvor bestimmen, wie die Beschleunigung einer Bewegung mit 
der Krümmung der Bahn zusammenhängt. 

Ist o der Radius Vector eines Punktes P zur Zeit ¢ und 
hat der Punkt auf seiner Bahn von einem beliebigen Anfangs- 
punkt aus den Bogen s durchlaufen, so ist 

| do de ds 
?— dt ds dt 
da man o als Function von s ansehen kann, welches selbst eine 
Function von ¢ ist. Dann folgt die Beschleunigung 2 gleich 
yg oe [27] do d's 
Ë = at Tas \at) Tas de 


do bà cp 
ah tios 


Der absolute Werth des Differentialquotienten = ist aber 


nach 8 7 die Geschwindigkeit in der Bahn 7y; im zweiten 
Gliede ist = die sog. Beschleunigung in der Bahn, weil 
dieser Differentialquotient die Veränderung der Geschwindigkeit 
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in der Bahn misst. Um die Bedeutung von EN zu erkennen, 


beachten wir, dass (wie wir schon in $ 7 benutzten) = eine 
Strecke v von der Länge Eins ist, die auf der Tangente der 
Bahn im Punkte P liegt. 

i Geht man zu einem unendlich benachbarten Punkt P’ der 
Bahn über, welchem die Bogenlünge s + ds entspricht, so wird 
die Strecke v^ von der Länge Eins, die auf die Tangente in 
P' liegt 

- "de 
^ ds 


E d'o 
tas ds 


werden, so das v’ = v =+ ds ist. Da ds eine Zahl ist, 


so zeigt diese Gleichung, dass die Strecken 7 und ^ * eine Ebene 


bestimmen, die sog. Schmiegungsebene, die mit o WË ist. 
Weil die beiden Strecken z und z' die Länge Eins haben, steht 
die Strecke 7^ — t nahezu senkrecht auf beiden und hängt mit 
dem Winkel dw zwischen ihnen, dem Contingenzwinkel, durch 
die Gleichung 
T (æ —2) — do 

zusammen. Hs steht somit = auf der Tangente v senkrecht 
und liegt in der Schmiegungsebene d. h. es hat die Richtung 
der Hauptnormalen und es ist 


do ` 4,d'o 
ds: "ée 
da ^ . H H 
dt ist der Kriimmungsradius r, den man sich vom Curven- 


punkt aus auf der Hauptnormale nach der hohlen Seite der 
Curve aufgetragen denkt. 

Wenn man aber den Radius Vector o' von P’ durch den 
Taylor'schen Satz ausdrückt, so got sich 


e + det 58 Sds eg 
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pur ds ist der Radius Vector eines Punktes ‘der 


Tangente in P; daher zeigt die Gleichung, dass die Curve 
von der Tangente sich nach der Seite hin abwendet, nach der 


A gerichtet ist, so dass die Richtung des Kriimmungsradius 


, d ns i 
mit der von de übereinstimmt. Bezeichnet man nun mit v eine 


2 


ee “i 
gs. .7 
und folglich kann man naeh den obigen Bemerkungen 


Einheitsstrecke, welche diese Richtung hat, so ist 7 - 


1 TEE A 
du iw 
setzen. Somit folgt endlich 
Ty as ds 
LE, CS 
d — er dé di)” 


Die Beschleunigung jeder Bewegung kann also als Summe 
von zwei Beschleunigungen dargestellt werden, die aufeinander 
senkrecht stehen: die eine hat die Richtung der Hauptnormale 
der Bahn, und zwar nach dem Kriimmungsmittelpunkt hin, und 


die Grósse Së , die zweite ist der Richtung der Geschwindig- 


keit parallel. 

Eine Kraft = 8'dm wäre im Stande, einem freien Punkte 
die Beschleunigung 3° zu ertheilen. Also kann eine gegebene 
Bewegung stets durch das Zusammenwirken einer 


Normalkraft = dm - 2: e» 
und einer 
Tangentialkraft = dm- p E) Uy 


erzeugt werden. Die Normalkraft wird auch zuweilen Centri- 
petalkraft genannt. 


§ 16. Indem wir von der Behandlung der Reibung noch 
absehen, soll jetzt gezeigt werden, wie man die Bewegung finden 
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kann, die unter dem Einfluss gegebener Krüfte und eines Hinder- 
nisses stattfindet, Da wir von Reibung absehen, kennt man die 
Riehtung der Zusatzkraft A, aber nicht deren Grüsse; also 
iritt zu den drei unbekannten Coordinaten des beweglichen 
Punktes als vierte Unbekannte die Grösse von A. Zu den drei 
Gleiehungen, die aus der Gleichung 


dm, Bi = A+z 


beim Uebergang zu Zahlen entspringen, kommt dann aber noch 
die Gleichung der Fläche hinzu, auf welcher der Punkt liegen 
soll, so dass ebensoviele Gleichungen als Unbekannte vorliegen. 
Bei der Bewegung auf einer Curve ist nur eine Ebene, die 
Normalebene nämlich, bestimmt, in der A liegen muss, so dass 
eine Unbekannte mehr da ist, dafür aber auch eine Gleichung 
mehr eintritt, weil die Curve durch deren zwei gegeben ist, 
Ist A bestimmt, so sind drei Fälle zu unterscheiden. Entweder 
ist TA < k, und — A hat die Richtung der Kräfte, welche 
durch den Körper vernichtet werden können, dann ist die ge- 
fundene Bewegung wirklich möglich und findet statt, indem ein 
Theil = — A der wirkenden Kraft vernichtet wird. Oder 
— A hat die besagte Richtung, aber es ist T A > k; dann 
wird das Hinderniss vernichtet und eine Bewegung unter Ein- 
fluss des Hindernisses ist nicht möglich, Wenn sich heraus- 
stellt, dass erst von einem gewissen Zeitpunkt an dies statt- 
findet, so ändert von diesem Punkt an die Aufgabe ihren 
Character, indem dann das Hinderniss nicht mehr in Betracht 
zu ziehen ist. Ist endlich — A nicht so gerichtet, dass es 
von dem Körper vernichtet werden kann, so ist eine Bewegung 
auf der Oberfläche des Körpers nicht möglich, es muss entweder 
der materielle Punkt das Hinderniss verlassen haben oder dieses 
muss seinen Character geändert haben in der Weise, dass, 
wenn z.B. das Hinderniss eine Fläche ist, die Seite der Fläche, 
die vorher mit Masse erfüllt war, jetzt hohl ist und umgekehrt. 


Da die Krait, welche, wenn der Punkt frei wäre, die Be- 
wegung ebenso zu Stande bringen würde, wie sie verläuft, 
gleich #’dm ist, so folgt aus (1) des vor. $ in Verbindung 
mit (1) des $ 14 dass, wenn man 

Lüroth, Mechanik. 3 
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Sur wo Fe 
di ap setzt 
m. Bi 
1) x-dA— ži dmv +" dmy 
H 5 


und folglieh die zu vernichtende Kraft 


r 


. Let d ii 
o s 

— A=ı — 1 dm:v— — dm:y 
r S 


ist. Der Theil 
S 
— e din», 


der normal zur Bahn gerichtet ist, heisst auch die Centri- 
fugalkraft; insofern er zu Null wird, wenn die Geschwindig- 
keit y zu Null wird, kann man die Geschwindigkeit als seine 
Ursache bezeichnen. 

Wenn die Curve oder die Flüche, auf der der Punkt sich 
bewegen soll, rauh ist oder eine Reibung ausübt, so gibt sie 
zu zwei Widerstünden Anlass oder sie kann zwei verschieden. 
gerichtete Kräfte vernichten: nämlich einmal solehe, die zu ihr 
senkrecht gerichtet sind und solche, die tangential gerichtet 
sind. Die letzteren müssen der Geschwindigkeit y gleich ge- 
richtet sein und dürfen eine gewisse obere Grenze nicht über- 
schreiten. 

Aus den Beobachtungen hat sich ergeben, dass diese obere 
Grenze ein bestimmter Theil derjenigen Kraft ist, welche in 
normaler Richtung vernichtet wird. Bezeichnet man die Grösse 
dieser letzteren Kraft mit k, die der in tangentialer Richtung 
vernichteten mit br. so ist die erwähnte obere Grenze von Jo 
gleich f-k, unter f einen Zahlencoeflicienten verstanden, der nur 
von der physikalischen und chemischen Beschaffenheit des be- 
weglichen materiellen Punktes und des Körpers abhängt, auf 
dem die Bewegung vor sich geht. Von der Geschwindigkeit 
pflegt man diesen Reibungscoefficienten als unabhängig an- 
zunehmen, obgleich die Beobachtungen zeigen, dass dies nicht der 
Fall ist, vielmehr f mit y zuerst wächst und dann wieder ab- 
nimmt. Da nun der Widerstand der Reibung, der in einer y 
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entgegengesetzten Richtung die Bewegung zu hemmen sucht, 
jedenfalls überwunden wird, wenn Bewegung eintritt, so muss 
für diesen Fall die Reibungskraft ihrer oberen Grenze fk gleich 
sein. Dann kann man also setzen 


— A =k + fk ^L 


wo der zweite Theil mit dem plus-Zeichen versehen ist, weil 
die Richtung der vernichteten Kraft die der Geschwindigkeit y 
ist. Dabei ist mit »' die Einheitsstrecke auf der Flächennormale 
oder derjenigen Curvennormalen bezeichnet, nach welcher die in 
normaler Richtung vernichtete Kraft von der Grösse k wirkt, 
und Ty ist = v gesetzt. 


Folglich lautet die Gleichung der Bewegung 
* 2 dd 
2) x — kv — fk 7 = ; duet dm-5. 


Ist diese Gleichung für einen bestimmten Zeitpunkt durch 
den bekannten Werth von f nicht zu erfüllen, so zeigt diess, 
dass Bewegung nicht möglich ist. 


Man sagt, die an einem materiellen Punkte 
Wirkenden Krüfte seien im Gleiehgewicht, wenn 
sie den ruhenden Punkt nicht in Bewegung setzen 
können. Da dann der Punkt keine Beschleunigung haben 
. darf, so muss für einen freien Punkt 


x = 0 
sein. 


Ist der Punkt nicht frei, sondern irgendwie verhindert, 
der Wirkung einer Kraft zu folgen, so muss für das Gleich- 
gewicht die wirkende Kraft durch das Hinderniss ganz vernichtet 
werden, also nach (1)x-|- A = o sein. Kann das Hinderniss 
eine Reibung ausüben, so kann die vernichtete Kraft A aus 
einem normalen Theil %-»’ bestehen und einem tangentialen, 
dessen Grösse A sei und diese beiden Theile können durch 
den Widerstand des Hindernisses vernichtet werden, wenn sie 

3* 
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die betr. Maximalgróssen nicht erreichen, d. h. k< k, und 
k' < f-k ist. Setzt man f — £g, so ist w der sog. Reib- 
ungswinkel und die Bedingung k’ < fk lässt sich dann so 
aussprechen: für das Gleichgewicht muss die wirkende Kraft x 
in das Innere eines Kegels fallen, der mit dem halben Oeffnungs- 
winkel w um die Flächennormale beschrieben ist; oder im Falle 
einer Curve: x muss zwischen zwei Kegeln liegen, die mit 
den halben Oeffnungswinkeln 90° — w und 90"-- w um die 
Tangente beschrieben sind. 


§ 17. Wir kehren nun zum Rechnen mit Strecken zurück 
und entwickeln zuerst eine gewisse Methode, um aus zwei 
Strecken eine Zahl abzuleiten, 


Sind « und 2 die beiden Strecken, («3) der Winkel 
zwischen ihren Richtungen, < 180° genommen, so möge das 
Symbol S (aß) die Zahl Ta. T$-cos(« 3) vorstellen, so dass 


1) S (ag) = Ta. TB «cos (aß) 


ist. Sind die Argumente nicht einfache Zeichen, so sollen sie 
nöthigenfalls durch ein Comma oder einen Strich (|) von einander 
getrennt werden. Statt zu sagen: es soll die Zahl S (3) her- 
gestellt werden, werden wir auch sagen: die Strecken « und f 
sollen nach der Regel S verbunden werden oder der Regel 5 
unterworfen werden. 


Aus der Gl. (1) ergeben sich leicht die folgenden Sätze: 
S (e8) = S (2c) 
(2) Steen = Te 
S (ap) = 0 wenn « senkrecht zu £. 
Ist a eine positive Zahl, so ist S (a æ, 9) = a Ta T 8 cos (ac, 8) 


oder, weil die Richtung von aœ mit der von « übereinstimmt, 
= aTaTß cos(a), daher 


(3) S (aa, p) = a8 (aß) 
Ist aber o negativ = — a, so ist S (aa, B) 
= a' Ta Tj cos (a«a, f) und dies = — oi T'a Tg cos (ap), weil 


die Richtungen oc und oe entgegengesetzt sind, und daher die 
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Winkel (a«,8) und («, £) sich zu 180° ergänzen. Also ergibt 
sich auch hier die Gl. (3), die demnach für jede Zahl a gilt. 
Ist « die senkrechte Projection von œ auf 8, in dem 
Sinne genommen, dass Anfanzspunkt und Endpunkt von « sich f 
(Figur 3.) in den Anfangspunkt und 

Endpunkt von oe projiciren, 

1 «€ so ist, wie Figur 3 zeigt 
Lt Te = Ta - |cos (ef) | 
\ 2 und dabei a’ mit 2 gleich- 

"gura wenn cos (a 8) 7» o, 
dagegen entgegengesetzt 
gerichtet wenneos(e 8) «o; 
folglich kann man setzen 
S (aß) = S (e B)- 
Setzt man « = «'-i-o', so ist o^ eine auf f senkrecht 
stehende Strecke und 


(« f) 


S (a! + 0', 8) = S (e, 8); 


Ist y irgend eine andere Strecke und zerlegt man sie eben- 

falls in die Summe «o^ + o^ wo a“ parallel mit, o^ senkrecht 

zu d ist, setzt ferner oi = og a" = a", unter a’ und o" 
. Zahlen verstanden, so ist 


S («-- 718) — 8 (a +a") 4 o +o" |8) 


und dies nach dem bewiesenen, weil oi + o” auf d senkrecht, 
dagegen (a' + a^) 8 mit 9 parallel ist, 


af 
= S (a +0") 8 | A) V 
ACH -++ a^^) S (8 g) w e 
= S (a' B, 8) + S (a" B, B) C C 
= S (a' B+ o, B) 4- S (a B+ o", de w 
so dass für beliebige Strecken «y Co wS 
(4) S(cd-y8)-— SQ)4 808 ` 


sich ergibt, Aus.diesem Distributionsgesetz folgt noch 


œ | Seba =s a) 862-28 (5) 
S(a+7,8-+0) = S (eb) + 8(29)- 88) +5 (9). 
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Sind hier die Strecken y und 6 unendlich klein, so ist 

S GA unendlich klein zweiter Ordnung und folglich ist 
S (a -- de,8 + d8) = S (&8) +5 (8,da) + S (e, d 8) 
mit einem Fehler, der unendlich klein zweiter Ordnung ist. 

8 18. Nun muss eine weitere Operation mit zwei Strecken 
eingeführt werden, die eine nene Strecke aus den beiden ge-. 
gebenen hervorgehen lässt. 

Sind « und ? die beiden gegebenen Strecken, so sei die 
neue mit V(«8), wenn nöthig mit V («| £), bezeichnet. Sie 
möge senkrecht auf « und £ stehen und zwar so, dass von ihr 
aus gesehen die Richtung von 9 rechts von « zu liegen scheint. 
Man kónnte ebensogut festsetzen links von @, nur muss eine 
bestimmte Festsetzung getroffen werden. Ihre Linge sei 
gleich dem Inhalte des Parallelogramms, dessen Seiten œ und ;? 
sind. Es móge gesagt werden, dass diese Strecke durch die 
Operation V aus œ und $ hervorgehe. Man sieht leicht, dass 


1) l V (8a) = — V (a) 
( — V (ag) = V (a, — 8) = V(— a, b) 
ist, Es ist weiter 

Vin) =D. 

Ist a eine positive Zahl, so ist a Hie gi eine Strecke, die 
a-mal so lang ist als V(«5), aber deren Richtung hat. Das 
Gleiche gilt aber von V (a«,?), so dass 
(2) V (ae, 8) = a V (eg) 
ist, eine Gleichung, die man mit Hilfe von (1) auch leieht für 
negative a als giltig nachweist. 

Nach der Definition ist. 
T V (eg) = Te T sin (a,b) 

| TV (af)? = EET E A — cos’ (p 

= S(aa)- S (P 8) — S (apy. 


Für drei Strecken «87 ist S te V(27)) seinem absoluten 
Werthe nach gleich dem Inhalte des aus 8 und y zu bildenden 


daher 
(3) 
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Parallelogrammes mal der Pro- 
jection von « auf V (8, y) (Figur 4) 
d. h. gleich dem Volumen des 
Parallelepipeds, dessen Kanten 
den drei Strecken «, 2, y gleich 
sind. Dieser absolute Werth ist 
aber mit dem positiven oder 
negativen Zeichen zu versehen, 
je nachdem « mit V(@y) einen 
spitzen oder stumpfen Winkel 
bildet. Im ersten Fall liegt von 
o aus gesehen y rechts von 2, im zweiten Falle aber links 
von 8. Gesetz es liege y rechts von f, so liegt auch wie 
man sieht, von 9 aus gesehen « rechts von y und von 7 gesehen 
B rechts von oe: folglich ist 

S (e V (8) = S CV Ga) = S (y V (ag) 
und die nümlichen Gleichungen gelten im andern Falle. 

Vertauscht man hier 9 mit y, so folgen nach (1) 
die Gleichungen 

S Ce V (8y) = —S(aV(y8) = — S O F Ge) = 
= — S (B V («7)) 


(Figur 4) 


V (87) 


(4) 


daraus folgt 
S («V (e) = — S (BV (aa) = 0. 
Die Strecke 
V (e 8) + V (ay) 
ist als Summe von zwei auf « senkrechten Strecken wieder eine 
Strecke die auf œ senkrecht steht und folglich = V (að) gesetzt 
werden kann,  Verbindet man die Strecke - 
V (ad) = V (a) + V (a y) 
mit irgend einer weitern Strecke e, so folgt 
S(eV(ad)) = — S (L V ae) — S (y Vat) 
= S (e, V (œl +7) 
S (e| V (ad) — V (e,8 +7) — 0. 
Weil dies für jede Strecke e gilt, muss 
5) V («8 4- 7) = V («8) + V («7) 


sein, 
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Die Strecke V (« V (3y)) = 9 steht auf der V (8 y) senk- 
recht und liegt folglich mit 9 und y in einer Ebene; daher man 
V («V (87) = 68 + cy 
seizen kann, wo b und c Zahlen sind, Weil die Strecke auf « 
senkrecht stehen soll, muss S te | Zb + yc) = 0 sein, so dass man 
b = dS(ay) c= —dS(af) 

setzen kann und 
I = V(«V(8y) = (S («7)8 — S (eA) Y) 
wird, wo auch d eine Zahl ist. 

Um d zu bestimmen, betrachten wir zuerst den speciellen 
Fall, dass ? =a ist, wobei d = e sein möge. Dann folgt, 
wenn man V (ay) = 0 setzt - 

V (ad) = e (S (a7) a — S (ec) y) 
S (y V (ad)) = — S (ô V (a y)) = — S (ô ô) = 
= e (S (ay? — S (ac) S Goal, 

Aber S(00) ist = (T V(ay)) = S (aa) S (yy) — S (a y7 
nach Gl. (8); also folgt e = 1 und 
(6) V (a V (ay)) = S (ay) a — S (ac) y. 

Im allgemeinen Fall sei V(a?) — 4 und V(By)-— u, 
dann ist 9 — V (au) und daher nach (e) 

Sad = — S (u F («2)); 
aber V (a4) ist = V(a Hiel = S (a?) a — S (ea) 3; somit 
weil S (8) = 0 ist 


S (28) = — S (a p) S (au) = —S(aB) S(aV(8y)); 
mit Hilfe des früher gefundenen Werthes von A ergibt sich 
S(49) = —dS(agB) S (2y) = — aS (a b) S (y F («})) 


= — d8(ag8)S (aV (8y) 
so dass d = + 1 sein muss. Dies liefert die Gleichung 
(7) V (« V (87)) = S (ay) 8 — 8 (a8) y. 
Durch cyclische Vertauschung und Addition ergibt sich noch 
(8. V(«Y(8y)- VV (ya) - Y (V («8)) — 0. 
8 19. A) Als Anwendungen der Operationen S und V 
sei zuerst das in $ 15 begonnene Problem des freien Falles 
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auf der Erdoberfläche zu Ende geführt. Ist das dort bentitzte 
System II so gewählt, dass 

Fal = 2 Vat) = E, VCH) = 7 
ist, und bezeichnet o^ den Radius Vee tor des Punktes in Bezug 
auf dieses System, so ist 


o E Oe de E ‚de 
er u al 59 +77 +E 
daher 
ery Bä ap ACEN 
Lk 
ist, Hiemit wird die Gl, (7) des § 13 
do e FE p). 
(1) ^; ux lat Mba dii. 


Setzt man für o' eine nach Potenzen von ¢ fortschreitende 


Reihe o = à --et ]- 9C --(0 -]-. . . mit unbestimmten Coef- 
ficienten an, die selbst Strecken sind, uud bezeichnet mit oz, 
Radius Vector und Geschwindigkeit für t — o, so ergibt sich 
leieht, dass 
Ò = QE = 9,29 = ga--2o V (yU) 
64 = 40 V(9 2) 


ist, Also ist 9 — : ga +- oV (ye). 


(al, gY (n2) + oV VAD} 


2 Tei Te 

puo Lon 2) esi) ose) x} 

(nach (6) des vorigen » Ist i — 0, so folgt demnach 
2) o sé ds 5 gat- T g ® Vale. 

B) Ferner soll die Bewegung eines Planeten um die Sonne 
behandelt werden. Nach den Erörterungen von § 13 ist die 
Gleichung für die Bewegung eines Planeten im System V" 

LTEM k (m -+ m) o 
3) p= tr? TT SUE rw 
wenn 3 die Beschleunigung im System V’ und ọ die Strecke 


vom Sonnenmittelpunkt nach dem Planeten bezeichnet, sowie 
m, und m Sonnenmasse und Planetenmasse sind. 


[en 
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Es folgt daraus 


Es ist aber + y (55) = = Y (e Ca E) , also ergibt sich 


lt eTe 
4) v(e T — einer constanten Strecke 4. 


Weil hienach o beständig senkrecht zu A ist, geht die 
.ganze Bewegung in einer Ebene vor sich und findet auch die 
Gleichung statt i 
S (oA) = 0. 
Die Gl. (4) spricht ferner aus, dass die Fliche des vom 
Radius Vector beschriebenen Sectors der Zeit proportional ist, 
denn der Differentialquotient dieser Fläche ist 


L rv (e de) 1 


= — m 
2 


at JT 
Es ist aber auch 
To = S(oo), 


daher 
UIS. 3j 
Te-— = Ser) 
und 
D ER St P5160) «95 (2) 
Rika qol Do Do To 
_ V (e V(o»)) 
dg 
nach (6) § 18 und dieses wieder nach (4) = — TED 
Also ist 


VA k (n --m) 5 2 To’ 


woraus, unter e eine constante Strecke verstanden, 


V (y2) = £+ k (m -+ m) 7 


durch Integration folgt. Weil V (yA), ebenso wie o, auf A senk- 
recht ist, muss auch die constante Strecke & auf A senkrecht 
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sein, d. h. in der Ebene der Bahn liegen. Combiniren wir dies 
mit o selbst nach der Regel S, so ergibt sich, weil nach (s) 
S(eV (yA) = - SQV (ye) = S (Ad) dass 

(5) S (43) = S (o£) + k (m + m) To 

ist. Hieraus folgt 

E? S (2A) 

km + m) -+ Te cos (o, &)' 

welches die Polargleichung eines Kegelschnittes ist, wenn der 
Pol im Brennpunkt liegt. Für den grössten und kleinsten Werth 


von Tọ, falls die Curve eine Ellipse ist und e die numerische 
Excentricität bezeichnet, ergeben sich die Werthe 


5a To 


S(AA) 
ze k(m + m) — Te 
Ei E S (AA) 
~ k(m+m) + Te 
Te = S(AA) 
woraus € = = SE? a(1—e’) = hie co) folgt, wenn a 


die halbe grosse Axe. Ist U die Umlaufszeit, so ist weiter 
nach Gl. (4) 

2raV1—e®=U.Tı; 
daher durch Quadriren und Dividiren durch den obigen Werth 
von a (1 — e) 

4a! a? = U-k (m -- m) 
folgt, welche Gleichung das dritte Keppler'sche Gesetz ausspricht. 


III. Mechanik eines beliebigen Kórpers. 


§ 20. Indem wir nun die Bewegung eines Körpers 
betrachten, nehmen wir an, derselbe sei, etwa durch Ebenen, 
welche den Coordinatenebenen parallel sind, in unendlich viele 
unendlieh kleine materielle Punkte getheilt, die mit den Zahlen 
1, 2... bezeichnet sein mögen. Es sei dm, die Masse eines 
Punktes 7,8, seine Beschleunigung und x, die Summe aller 
Krüfte, welehe auf den Punkt wirken, dann ist 
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dem Bj 2o 
uud folglieh, wenn wir die simmtlichen Gleichungen, die sich 
auf alle die Punkte beziehen, in welche der Kórper getheilt 
ist, addiren 
Sam = 2%. 

Unter den Kräften x, welche auf die materiellen Punkte 
des Körpers wirken, sind zwei verschiedene Arten zu unter- 
scheiden, nämlich innere Kräfte und äussere Kräfte. 
Die Ersteren sind diejenigen Kräfte, welche die materiellen 
Punkte des Körpers auf einander ausüben, die letzteren 
dagegen diejenigen, welche von Punkten herrühren, die nicht 
dem Körper angehören. Die Kraft x; ist hienach gleich der 
Summe aus der äusseren Kraft oe, die auf den Punkt © wirkt 
und den inneren Kräften, die von den anderen Punkten auf den 
i^ ausgeübt werden; also 


x Sash wa, 
k 


wenn o, die vom A" Punkt auf den ©“ ausgeübte Kraft be- 
zeichnet. Folglich ist 


S, ad Or WS 
Ax, = 2a, + SD ay. 
ik 


Nach dem Princip der Wirkung und Gegenwirkung, wie 
es in 8 10 Gl. 5* gegeben ist, ist aber a, Lo, = d V, dV, En 
wenn d V, und dV, die Volumina des i", resp. A Punktes 
und e, eine unendlich kleine Strecke bezeichnen und daher ist 

sg E v ap eer et 
ik 2 ik 


Ist V das Volumen des ganzen Körpers, so ist Xd V, = 


XdV, = V und somit 
k 


Eee 


b» d. 3 TUN 1 
ERN 8 
"wenn e einen mittleren Werth der verschiedenen e, bezeichnet. 
Beim Grenzübergang verschwindet also die Doppelsumme und 
es bleibt 


Sam B SO. 
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Man unterscheidet nun zwei Arten von äusseren Kräften, 
nämlich Massenkräfte und Flächenkräfte. Die ersteren sind 
solche Kräfte, wie die Schwere, die elektrischen oder magnetischen 
Kräfte, welche alle materiellen Theilchen eines Körpers, auch 
die im Innern gelegenen angreifen. Man setzt voraus, dass der 
Quotient aus einer solchen Kraft und der Masse des Punktes, 
auf den sie wirkt, eine endliche Zahl sei. Ist demnach « eine 
Massenkraft und dm die Masse ihres Angriffspunktes, so kann 
man o = udm setzen, wo u eine Strecke derselben Richtung 
wie « ist, die man als die beschleunigende Kraft oder die 
Kraft bezogen auf die Masseneinheit bezeichnet. Es ist 
offenbar die Beschleunigung, die « dem Punkt dm ertheilen würde, 
wenn er frei wäre, Die Flächenkräfte dagegen greifen nur die 
an der Körperoberfläche liegenden materiellen Punkte an. Die 
Krüfte, die wir mit unseren Muskeln auszuüben im Stande sind, 
die Kräfte, welche Flüssigkeiten oder Gase auf Körper aus- 
üben, die in sie eingetaucht sind, sind solche Flüchenkrüfte. Man 
bezeichnet sie auch als Druck- oder Zugkräfte resp. Pressungen 
oder Spannungen, je nachdem sie nach dem Inneren oder Aeusseren 
des Kórpers gerichtet sind, auf welchen sie wirken, Man nimmt 
an, dass der Quotient aus der Grösse einer solchen Kraft durch 
den Flücheninhalt d O der freien, nach Aussen gerichteten Ober- 
 flüche des materiellen Punktes, auf welehen die Kraft wirkt, 
eine endliche Zahl sei. Ist also « eine Flächenkraft, so kann 
man « = dO-q setzen, wobei man die mit œ gleichgerichtete 
Strecke p als den Druck resp. Zug pro Flücheneinheit 
oder als die specifische Pressung resp. Spannung bezeichnet. 
Man kann daher Ne, zerlegen in die Summe der Massenkräfte 
= Ndm,u, plus der Summe der Flächenkräfte = 2d0, qi, 
so dass 

Zo, = ddm u -H Id p 
ist, wo sich die erste Summe rechts auf alle materiellen Punkte 
des Körpers und die zweite auf alle Elemente seiner Oberfläche 
bezieht. Führt man ober ein und geht zur Grenze über, indem 
man alle V; unendlich klein werden lässt, so folgt 


1) [ram 3 fuam A IE d 0, 
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wobei die Integration links und die erste rechts sich über das 
Innere des Körpers, die zweite rechts sich auf seine Oberfläche 
bezieht, 


Bestimmt man nun den Radius Vector P aus der Gleichung 


2) P [am — fame, 


wo sieh die Integrationen über den ganzen Körper erstrecken, 
so wird die Gleichung (1), wenn man fam d. h. die Ge- 


sammtmasse des Körpers mit M bezeichnet, 


3) moe = [nam [pao. 


Der Punkt mit dem Radius Vector P heisst der Schwer- 
punkt des Kórpers. Nach der letzten Gleichung bewegt 
sich der Schwerpunkt so, als ob alle äusseren 
Kräfte an ihm angriffen und die Gesammtmasse 
des Körpers in ihm vereinigt wäre. Dies ist das 
Princip der Bewegung des Schwerpunktes, 


821. Der Radius Vector o eines Punktes zur Zeit ¢ und der 
o + d e zur Zeit ¢ + d t schliessen ein unendlich schmales Dreieck 
ein, dessen Inhalt der halben Länge der Strecke V(o,o + d o). 
= V(e, d o) gleich ist und das in der Zelt dt vom Radius Vector 
durchlaufen wird, Der Quotient 


Anen br) 

drückt also durch seine Linge die Geschwindigkeit aus, mit der 
der Radius Vector die Fläche beschreibt, die er überstreicht. Da 
die Strecke V (ọ,ọ + d o) aber auf o und o-]- d o senkrecht ist, 
gibt er gleichzeitig auch die Lage des unendlich kleinen Dreiecks 
im Raume an. Man bezeichnet, unter dm die Masse des Punktes 


verstanden, mit 
dm OT e) 
= Pie 


die Flächengeschwindigkeit des Punktes. Ihr Differential- 
quotient nach ¢ heisst die Flächenbeschleunigung. Diese ist 
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wenn 2 die Beschleunigung des Punktes zur Zeit ¢ ist. Wirkt 
auf den Punkt die Kraft x, so ist gd» — z und daher die 
Beschleunigung 
ani V (o). 

Denken wir uns nun wie in § 21 den Körper in die » materiellen 
Punkte von den Massen dm,...dm, getheilt und haben sie 
zu irgend einer Zeit die Radii- Vectoren 9,0,...0,, die Oe: 
schwindigkeiten y,...7, und die Boudi uninng Bı Bar: «Bay 80 
at der Punkt dm, die Flichengeschwindigkeit 


V (ey). 


Bildet man die "e aller dieser Strecken, die sich 
uf die verschiedenen Punkte des Kórpers beziehen, so entsteht 
eine Strecke 


d m; 


5 dm, V (o, 7) 
deren Differentialquotient nach ¢ 


= 
| 9 "dm V (ei, b) = 5 2 V (9%) 


ist, so dass 
1) 2 Sam V(a,y)= X V (0,%) 
wird. Wie in § 21 ist x, = œ; +3, a, wenn wir äussere und 
innere Kräfte unterscheiden; daher auch 
V (0%) = X, V (e, «) + S X. V (9s e). 
Die Ls besteht aus lauter Gliedern wie 


(Oir Gul + V (Gx) xi) 

Man nimmt an, dass zwei materielle Punkte aufeinander 
Kräfte ausüben, welche nicht nur das Princip der Gleichheit 
von Action und Reaction erfiillen, sondern auch die Richtung 
der Verbindungslinie beider Punkte haben. Setzt man also 


Oy = Pik (o, ES DN 
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wo p, eine Zahl ist, so wird nach dem angeführten Princip 
= — pu (9, — o) +d V; d V,- e. 
Daher ist 
V (o, e) + V (o, a) = d Vid Vi V (9, &) 
und es wird, wenn si eine unendlich kleine Strecke bezeichnet 
2, X, V (9j Gul = Vu; 
daher verschwindet diese Summe beim Grenzübergang. Zerlegt 
man die «, in die Massenkräfte und Flächenkräfte wie in § 20, 
so wird 
XV(o,o) = Idm V (o, wu) + Xd O, V (o, q). 
Geht man nun zur Grenze über, so entsteht die Gleichung 


1 
2) MET V (o7) - [a m V (o u) + fo V (ey) 


wo das Integral links und das erste rechts sich über das ganze 
Innere des Kórpers und das zweite rechts sich über seine Ober- 
fläche erstreckt, Das halbe Integral links heisst die Flächen- 
. geschwindigkeit des ganzen Körpers und die Gleichung spricht 
das sog. Princip der Flächen aus, 

Gesetzt es wirken auf einen Körper gar keine äusseren 
Kräfte, so ist nach Gl. (3) $ 20 die Beschleunigung des Schwer- 
punktes gleich Null, daher dessen Geschwindigkeit constant oder 
der Schwerpunkt bewegt sich in gerader Linie mit constanter 
Geschwindigkeit. Nach der Gleichung (2) ist dann auch 


Jan ve constant, d. h. es gibt eine Strecke, welche 


während der ganzen Bewegung ihre Lage nicht ändert. Eine 
auf dieser Strecke senkrechte Ebene ändert folglich ihre Lage 
auch nicht; man bezeichnet sie als die invariable Ebene. 
Der Schwerpunkt des Körpers war in $ 20 definirt als 
derjenige Punkt dessen Radius-Vector P der Gleichung 


3) rfa m = je dm 


genügt. Man könnte hienach glauben, dass der Schwerpunkt 
von dem zu Grunde gelegten Coordinatensystem abhängt. Um 
zu zeigen, dass dies nicht der Fall ist, nehmen wir an, in dem 
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bis jetzt benutzten System seien £57 die drei auf den Axen 
gelegenen Einheitsstrecken, xyz die Coordinaten des Punktes 
0, 194,2, die des Schwerpunkts; dann folgt aus der Gl. (3) 


UR ET = feam 
4) nfa m =fyam 
Zo fa m= feam. 


In einem neuen Coordinatensystem seien nun e D die 
Radii-Vectoren eines beliebigen Punktes und des-Schwerpunktes, 
A der Vector des Anfangspunktes des früheren Systems. Dann ist 


e =h Fostyn te, 
daher 
fe din = i ‘dm - J£ GOEDERT EN 
oder 


P= +r tyn + 4t 
d. h. der Punkt, der im alten System die Bedingung des Schwer- 
punktes erfüllt, erfüllt sie auch im neuen System. Es liegt 
daher nahe, bei der obigen Gleichung für die Flächengeschwin- 
digkeit den Schwerpunkt als neuen Ursprung der Radii-Vectoren 
einzuführen. Wir denken uns durch ihn Coordinatenaxen gelegt, 
welche den alten Axen parallel sind und bezeichnen die Radii- 
Vectoren in Bezug auf dieses neue System mit o', die Ge- 
schwindigkeiten mit y’, die Beschleunigungen mit 2. Dann ist ` 


Aus o = o' + P folgt 


fe» = 


und hieraus durch Differentiiren 


fr dm = 0: 


Lüroth, Mechanik. 4 
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Daher ist 
[am File np) = fam V (P u) + fam V (o' u), 
und ebenso 
[aov (e 4) = figor (Pg) + [ao Y (o' q). 
Ferner ist 
dP 
Y e2— Y(rte.St ur) 
dP dP 
= re) v(e* 7) + rent Ver) 
und damit ergibt sich 


fam Kies E (P TE) fam +- fam V (o' y^) 


£ [amv (e? = au] mre + v(P TE) fam 


Setzt man hier fiir = dm seinen Werth aus (3) § 20 
so folgt endlich 


a fam V (o' y') =fam Hien +fao V (o' q) 
in welcher Gleichung die Kräfte up aber in dem 
alten Coordinatensystem gemessen sind. 

$ 22. Wenn ein materieller Punkt von der Masse dm 
in einem gegebenen Augenblick die Geschwindigkeit y hat, so 
nennt man die Grósse 


1 n $ 1 d TO 
1) 5 dm-Tf = 2 dm$ (y y) 
seine lebendige ege Ist sie = I! so ist 
dl ae WM 3 
ug dm TIT o dan sl 7% 


= S(y,dm-8) 
wenn ? die Beschleunigung bezeichnet. Ist z die Summe aller 
Kräfte, die auf den Punkt wirken und die thatsächlich statt- 
findende Beschleunigung ? erzeugen, so ist x = d n und folglich 


di _ S (7 z)- 


9 
) dt 


= 
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Ist do die in der unendlich kleinen Zeit beschriebene 
Sehne, so heisst S(do,z) die Arbeit der Kräfte x für 
den Weg do; die obige rechte Seite ist 

. S (do, x) 

TIT 
gibt also die Arbeit in der Zeiteinheit und misst daher die 
Leistungsfähigkeit des Körpers, der die Kraft ausübt; sie mag 
desswegen als die Leistungsfähigkeit bezeichnet werden. 

Unter Umständen lässt die Gleichung 2) ohne Weiteres, 
d. h. ohne dass man die Bewegung wirklich zu kennen braucht, 
eine Integration zu, Dies tritt ein, wenn die rechte Seite ein 
Differentialquotient naeh £ ist und dies ist z. B. stets der Fall, 
wenn die Kraft 5 nach der Verbindungslinie des beweglichen 
Punktes mit einem festen gerichtet und ihrer Grösse nach eine 
Funktion nur dieser Entfernung ist. Ist o, der Radius Vector 
des festen Punktes, so kann man in diesem Falle setzen, wenn 
man 7'(o — ol mit r bezeichnet d 

z = f (r) (e — e). 
Da f(r) eine 6 Zahl ist, so wird 
S (yx) = f()S(yo-— o). 
Aus der Gleichung 
r* = T (g — Q) = 5 (0 — ee — A 
folgt aber durch Differentiiren 


dr 
` SS S — d 
"at (y, e — e) 


1, 


so dass 
eA Rie 
Soa) —rf(n1i 
und 
di dr 
a voL 


wird. Bezeichnet man das unbestimmte Integral 
[rs (r)dr mit F (r) 


so entsteht durch Integration zwischen den Grenzen f, und t, 
4* 


http://rcin.org.pl NX 


$ 22] dog cun et 


welchen die Grössen /,, r, resp. l, 7. von Z und r entsprechen 
mögen 
(3) >- 4-hL= F(r,) EU Fr.) 

Die rechte Seite ist hier ganz unabhängig vom Weg, den 
der materielle Punkt zwischen seiner ersten Lage (el und 
seiner zweiten (o,) zurückgelegt hat und hängt nur von diesen 
beiden Lagen ab. Das Gleiche gilt folglich auch von der leben- 
digen Kraft. 

Dasselbe Resultat gilt auch, wenn mehrere Kräfte auf 
denselben Punkt wirken, die einzeln die nämliche Bedingung 
erfüllen, die eben festgesetzt war. Nur tritt dann an Stelle 
der einen Funktion in Gleichung (3) rechts eine Summe von 
solchen. 

Ist S (yx) für jede Zeit bekannt, so kann man 


ta 
S(yx)dt 


t 

bilden ùnd erhält so die Arbeit, welche die Kraft x während 
der Zeit von £, bist an dem bewegten Punkt oder bei der 
Bewegung leistet. Die Gleichung 


l, — h Si? S(yx) dt 


spricht unn das Princip i lebendigen Kraft aus, 
wonach der Zuwachs der lebendigen Kraft der 
Arbeit gleich ist. 

Man kann nun für die sämmtlichen Punkte eines Körpers 
die lebendige Kraft berechnen und die Summe bilden, die man 
als die lebendige Kraft des ganzen Körpers bezeichnet. Diese 
wird also sein 


4) t=} famsqy. 


Ebenso nennt man die Summe der Arbeiten, welche die 
Kräfte an den einzelnen Körperpunkten leisten, die Gesammt- 
arbeit. Diese ist 

Adi = 25 00,9 di) 
wenn x; die Summe aller Kräfte bezeichnet, die auf den d" 
Punkt einwirken und 7, dessen Geschwindigkeit ist. 
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Dann besteht die Gleichung 


dL 
" “oo 
Wenn man wie in § 20 
X; = a, + Sai, 
k 


setzt, unter œ; die äusseren, unter œ; die inneren Kräfte ver- 
standen, so zerfällt A in die zwei Theile 
A! = X S8(2,) 


A= A! -1- A". 
A" = XS (y, Xa) F 
i k 


Im zweiten Theile kommen die beiden Summanden vor 


hi (yi Gy.) T S Qu oh 


die sich mit Benutzung der in § 21 gebrauchten Werthe von 
a, und a, in 


Pix S (y te Ets 0x) +d Vid V, S (y, £x) 
vereinigen. Bei der doppelten Summation, nach © und nach A 
die zur Herstellurg von A” nóthig ist und dem Grenzübergang 
verschwindet der zweite Theil, so dass man 


Lo 
A" = e Xp 5 (7i ma) 


- 
schreiben kann, Jedes Punktenpaar ¿k darf nur einmal in der 
Summe benützt werden, weil aber die Summe nach 7 und nach A 
sich von 1 *bis » erstreckt, kommt jedes zweimal vor und dess- 


halb ist E zugesetzt. 


2 
Weil yı — 4 = "o. -€) ist aber auch 
T" 1 % d S (o; — Ox, 0; — Ox) 
et dt 
oder wenn man T (ọ; — Qx) = Ta setzt 

1 dry 
AN ce, ar E 

a 2 ix iil: dt 
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Zerlegt man ferner A’ in die beiden Theile, von welchn 
einer sich auf die Massenkräfte, der andere, auf die Flücha- 
kräfte bezieht, so folgt endlich 
(6) EL =fs (uy) dm + | S (py) dO 4- = Zu Fu m : 

Man macht gewóhnlich die Annahme, dass die innern 
Kráfte, welche zwei Massenpunkte auf einander ausüben, mr 
von der Entfernung beider Punkte abhüngen und dem Produce 
ihrer Massen proportional sind. Unter dieser Voraussetzung 
wird p, eine Funktion von r, und man kann setzen 

pa = k-dn, din, f (r4), 
wenn Lk eine Constante bezeichnet. 
Damit wird der dritte Theil rechts in Gl. (6) 
= 3 k f din dm! rf (r) a 
wobei die Integration eigentlich eine sechsfache ist, die sià 
zweimal über den ganzen Körper erstreckt und r die Entfernung 
der beiden Massenpunkte dm und dm‘ bezeichnet. Setzt man nodi 


T Iso dr Fr) 


so entsteht endlich 


iL i ; ; E 
(7) 1 2 =fs (uy)dm «f S(qy)dO-- > A din dm! F(r) 


IV. Mechanik des festen Kórpers. 
$ 33. Die beiden Gleichungen (3) § 20 und (4) § 21 


En ; 
| T feam=[nam4 PIU 


| =] d m V (o' y)= | dm V (du) + [ao V (e' q) 


ej 


1) 


gelten der Ableitung gemäss für jeden Körper, wie er uci 
beschaffen sein mag. Aber sie sind nicht für jeden Körper auci 
hinreichend zur Bestimmung der Bewegung, sondern es misse 
je nach seiner Beschaffenheit noch Gleichungen hinzu konmen, 
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Diese zu entwickeln ist, wenn der Kórper nicht als fest an- 
genommen wird, die Aufgabe der Elastieitätstheorie resp. der 
Hydrodynamik. 

Für einen festen Kórper sind aber die GII. (1) 
zur vollständigen Bestimmung der Bewegung hin- 
reichend Um dies zu zeigen, nehmen wir im Körper und 
mit ihm fest verbunden ein Coordinatensystem an, auf dessen 
Axen die drei Einheitsstrecken £;'7 liegen mögen. Mit z'y'z' 
seien die Coordinaten desjenigen Punktes bezeichnet, der die 
Masse dm hat resp. der in dem Oberflichenstiick dO liegt. 
z'y'z' sind dann Constante, dagegen sind i';'7 als Functionen 
der Zeit zu bestimmen. Ferner sei 2 dd Radius Vector des 
Ursprungs des im Kórper festen Systems in Bezug auf dasjenige, 
gegen welches die Bewegung zu bestimmen ist. Dann ist 


n A+ a8 Hyny + ait 
und 


feam = i fam 4+ 8] a'dm Lu EL m + JEDE 


Bezeichnet P den Radius Veetor des Sehwerpunktes, so ist 
die linke Seite = P | dm und die Gleichung zeigt dann, dass 


der Schwerpunkt im Körper fest ist. Es wird sich also 
empfehlen, den Ursprung des im Körper festen Coordinaten- 
systems in den Schwerpunkt zu verlegen, oder 4 — P zu setzen, 
Wenn wir dies annehmen, so wird 


fe dm =Ù; [van = D g'dm = 


Die erste Gleichung des Systems (1) wird nun 


: oe fam = [nam + Jeun 


Ist also "a í — 0 Ort und Geschwindigkeit des Schwer- 
punktes bestimmt, so ist hienach sein Ort für jede Zeit bekannt 
(von Integrationsschwierigkeiten abgesehen). 

Da in der zweiten der Gleichungen (1) e den Radius 
Vector eines Punktes vom Schwerpunkt aus bezeichnet, so ist 


o = x! & + y' i! + atc^. 
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Trägt man dies in die erwähnte Gleichung ein, so erhält 
man drei Gleichungen für die drei Functionen Eu" Da wir 
nun annehmen, diese Strecken seien aufeinander senkrecht und 
alle drei von der Linge Eins, so ist 


(2 BEE SP —0 


und bei passender Wahl der Richtung der L^ Axe kann man 

dann setzen 

(2*) ey 

aus der — 

SEL) So 0) =0, SCL) = SEES — Sy =1 

folgt. 
Folglich sind nur die beiden Strecken & und 7‘ zu finden 

und zwischen den sechs Stücken, die zu deren Bestimmung nóthig 

sind, bestehen die drei Gleichungen (2), so dass nur noch drei 

übrig bleiben als deren Funktionen die drei anderen erscheinen. 

Zur Bestimmung der drei Unbekannten liefern aber die erwähnten 

Gleichungen (1) gerade drei Gleichungen. 


Wenn man die Gleichungen (2) nach der Zeit differentiirt 
so folgt 


Ze? E i y y s(s E) (y SC p 
ste Sch ser it "NAE id 
Nach der ersten Gleichung ist dE eine auf E senkrechte 


dt 
Strecke, die folglich gleich FG ei gesetzt werden kann. 


i 
Ebenso kann nach der zweiten Gleichung a = V(7' &) 


gesetzt werden. Damit liefert die dritte Gleichung nach § 18 
0 = SEV (ye) + SO VE a) = SC — 4| VP) 
die aussagt, dass c, — e, mit & und ; in derselben Ebene liegt, 

Desswegen gibt es Zahlen a und b die ` 


& +a = e&t by =e 


machen, womit 


as = a dy! AU 4 
; dt e Ve é) ‘dt PO VG; £) 


wird. 
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Aus = FE n’) folgt nun 


Gc y (45 e E 

acra) 

= FUKG el, rh + VE Va) 
oder mit Hilfe der Gleichung (8) des § 18 


dt 7 S 
zez P VEN) = VE). 


Mit Benützung dieser Resultate findet man nun schliesslich 


. de G ; 
(3) P = Vee) 


für jeden Punkt des festen Körpers. Die Strecke e wird selbst 
eine Funktion der Zeit sein und ihren Ort im beweglichen 
Coordinatensystem und gegen das feste System mit der Zeit 
verändern. Diejenigen Punkte des Körpers, welche in einem 
gegebenen Augenblicke auf e liegen, haben nach der obigen 
Gleichung in dem Momente die Geschwindigkeit Null; alle 
anderen Punkte aber haben Geschwindigkeiten, die auf der Ebene, 
welche o^ und e enthält, senkrecht stehen und deren Grösse 
= TV (o's) = To'-Te sin (o'«)ist, also gleich ist dem Product 
aus Te in den senkrechten Abstand des Punktes (o^ von der 
Strecke c. Dieselben Geschwindigkeitsverhältnisse würden sich 
über auch einstellen, wenn der Kórper in einer Rotation um die 
Axe & begriffen wäre, deren Winkelgeschwindigkeit = Te wire. 
Man nennt desshalb auch die Strecke e die Momentanaxe, 
oder die augenblickliche, die instantane Drehungs- 
axe und Te die augenblickliche Winkelgeschwin- 
digkeit. 

Nun war der Radius Vector o in Bezug auf das feste 
System — P + o' ios bod folglich ist 

do dP 

(4) dt "i t$ mer? neo. 
d. h. die Pe eines Punktes ist die 
Summeaus derGeschwindigkeit desSchwerpunktes 
und aus der Geschwindigkeit der Drehungsbeweg- 
ung um die Momentanaxe. 
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§ 24. Man kann jetzt die Differentialgleichungen (1) des 
vorigen Paragraphen so umschreiben, dass zunächst die Strecke c 
gesucht wird. Es ist nämlich, weil 7‘ = V (o’e), nach (6) § 18 

V (e^ V (e )) = S (ee) € — 8 (o'o')e 
also die Flächengeschwindigkeit ® des ganzen Körpers 


D T = fw | e' 8 (¢' €) — ZI 
Schreibt man 
1%) — Sc) 0 = e fän] S (o' o") S (ee) — 8 (e cy] 


+ fames ce €) — 0/8 (ee) EID 
so ist der zweite Theil eine Summe von Strecken, von welchen 
jede, weil S (e| & S (o's) — o' S (ee)) = 0 ist, auf e senkrecht 
steht und deren Summe daher ebenfalls auf e senkrecht ist; der 
erste Summand von € ist eine Strecke, die aus e durch Multi- 
plikation mit der Zahl 
XC 

pu — seo J 4" [8 (0) S (ee) — S feel | —— E 
hervorgeht, die offenbar nicht abhängt von der Länge von e, 
und die das Trigheitsmoment des Kórpers um die 
Axe e heisst. 

Ersetzt man im Zähler von J die Strecke « dureh eine 
unbestimmte Strecke o, so kann man nach denjenigen Strecken 
o fragen, für welche 


3) IL CIE (00) — S (g'o? | = fanvv (oo) = 1 


ist. Die Endpunkte aller dieser Strecken bilden hienach eine 
Flüche zweiter Ordnung, die offenbar den Ursprung der Radii 
Vectoren, also hier den Schwerpunkt zum Mittelpunkt hat, weil 
die linke Seite bei Vertauschung von o mit — ø sich nicht 
ändert. Setzt man für 7 V (o'c) seinen Werth T'o'- T'o sin eo 
so wird die Gleichung 


red fer - sin (0/0) = 1. 


http://rcin.org.pl 


aS) = [$ 24 


Weil die Fläche eine centrische Fläche zweiter Ordnung 
ist und die linke Seite ihrer Gleichung, wie die obige Form 
zeigt, nur positive Werthe annehmen kann, so ist sie ein 
Ellipsoid, das das Trügheitsellipsoid heisst. 


Setzt man für o seinen Ausdruck durch die Coordinaten 
o = Xi + Yy + Zt, so wird die Gleichung des Ellipsoids 
in Bezug auf das im Kórper feste Coordinatensystem 


edm 2 -- y^ 4- 2^) (X2 -- Y* J- Z*) — (2^ X 4- y' Ee Sp 
J 


also unabhängig von der Lage des Systems der Eu" gegen 
das System der £57. Das heist das Trägheitsellipsoid 
ist eine im bewegten Körper feste Fläche. Schneidet 
man diese Fläche durch die Momentanaxe e indem man o = a-é 
setzt, wo « eine Zahl ist, so findet sich 


4) a dm Blo! ‘) S (ee) — S (g'e | = 1 = — a S (W, £) 
i^e e ) 


Daher 
1 1 


~ as (ce) BOT (a cy 

so dass das Trägheitsmoment in Bezug auf irgend 
eine Axe dem Quadrat des Halbmessers des Träg- 
heitsellipsoids reciprok ist, welcher in die Axe 
fällt. In dem Schnittpunkte der Strecke ae mit dem Ellipsoid 
soll nun die Tangentenebene an die Fläche gelegt werden. Ein 
Radius Vector o^ führt nach einem Punkte dieser Ebene, wenn die 
Verbindungslinie der Endpunkte von o" mit a enur in dem letzteren 
Punkt die Fläche trifft. Ein Punkt dieser Linie hat aber den Radius 
Vector o = ae--b (o! — ae). Führt man dies in die Flächen- 
gleichung ein, setzt für o seinen Werth und stellt dann die 
Bedingung auf, dass b= 0 Doppelwurzel der entstehenden 
Gleichung ist, so folgt 


e 


fs (e ol S(ae|o' — ae) — S(e | ae) S(o'|o* — ae); = 0 


als Gleichung der gesuchten Tangentenebene, Mit Hilfe des in 
Gl. (1) gegebenen Werthes von ® kann man diese Gleichung 
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ele — 4E | Lal: (o 0’) e— e' S (o' €) }) = 0. 
S(0|o' —ae)=0 

schreiben, in welcher Form sie zeigt, dass ® auf jeder in der 
Tangentenebene liegenden Strecke o' — ae, d. h. auf der 
Tangentenebene selbst senkrecht ist. Ist der Abstand der 
` Tangentenebene vom Ursprung — c 0, so muss die obige Gleich- 
ung durch oi = c 9 erfüllt werden, woraus 
ARE S (M, ae) 

S (à D) 
sich ergibt. 


Das Quadrat des kürzesten Abstandes ist folglich 
s TE 
= S(O q) = TTo 

Also ergibt sich : 

Wenn man das im Körper feste Trigheitsellipsoid 
durch die Momentanaxe schneidet und im Schnitt- 
punkt die Tangentenebene an das Ellipsoid legt, so 
ist deren kürzester Abstand vom Schwerpunkt die 
Richtung der Gesammtflächengeschwindigkeit und 
seine Grösse ist der Grósse dieser Flächen- 
geschwindigkeit umgekehrt proportional, 


Schreibt man den Ausdruck von J iu Gl. (2) 
1 TI i9 maar Srl 
oe Se) fan Te" T & sin’ (o' €) 


=fa m T o" - sin’ (9! €), 

so erkennt man, dass das Trigheitsmoment gleich ist 
der Summe der Producte aus den Massen der ein- 
zelnen materiellen Punkte in die Quadrate ihrer 
Abstände von der Axe. Diese Summe hat aber auch eine 
Bedeutung, wenn die XXe nicht durch den Schwerpunkt geht. 
Es sei J^ das Trügheitsmoment des Körpers in Bezug aif die 
Axe, welche e parallel durch den Punkt o^ = o, geht. Bezeichnet 
man dann o — o, mit o, so wird 
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KIT ggg) Im|stae)st9 sle al: : 
Weil aber f dm = 0 ist, so folgt, wenn man hier 
Qı = OI — Q. Setzt 
1 f Katie ; 
t = Jt —_—_ | dm' EE 2 
J' + SCH d m$ (e, 0) S (ec) — S (Q€) | 
= J + T o; sin (o, ol m- 


Also ist das Trigheitsmoment um die durch den 
Punkt o, gehende Axe gleich dem Trigheitsmoment 
um die parallele Schwerpunktsaxe plus dem Producte 
aus der Gesammtmasse in das Quadrat des Abstandes 
des Punktes o, von der Sch werpunktsaxe. 

Das Trägheitsellipsoid hat drei Hauptaxen die aufeinander 
senkrecht stehen; sie heissen die Haupttrügheitsaxen oder 
kurz die Hauptaxen des Körpers. Fällt e mit einer dieser 
Axen zusammen so fällt auch ® in diese Axe und folglich muss 
dann aus dem Ausdruck (1*) von ® der zweite Summand ver- 
schwinden. 

25. Man sagt von einem Kraftesystem es sei an einem 
Körper im Gleichgewichte, wenn es nicht im Stande ist, den 
Kórper in Bewegung zu setzen, falls er in Rube sich befindet. 

Jedenfalls muss dann der Schwerpunkt sich in Ruhe 
befinden und darin bleiben, darf also keine Beschleunigung 
haben und desswegen muss nach (1) § 23 


(1) fuam + fo dO —90 


sein. 

Ferner aber muss die Fláehengesehwindigkeit um den 
Schwerpunkt Null sein und bleiben, folglich die Flüchenbeschleunig- 
ung verschwinden, wozu die Gleichung 
(1*) fre u)dm +f V(o'q)dO = 0 


erfüllt sein muss. Diese Gleichungen miissen fiir jeden 
Kórper gelten. Ob sie aber auch hinreichend sind, muss für 
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jede Gattung von Kórpern besonders untersucht werden. Dalei 
zeigt sich, dass sie nicht hinreichen, wenn man den Körper :ls 
elastisch oder flüssig betrachtet, während in der That sich 
ergibt, dass für einen festen Körper die Gleichungen 
nicht nur nothwendig, sondern auch hinreichend sind. 
Vermöge der Gleichung (1) nämlich hat der Schwerpunkt 
keine Beschleunigung, kann also auch nicht in Bewegung kommen, 
wenn er in Ruhe war. Nach der zweiten Gleichung aber hat 
der Körper keine Flächenbeschleunigung, also auch, wenn er 
einmal in Ruhe war, keine Flächengeschwindigkeit. Dann ist 
die rechte Seite der Gleichung (1*) § 24 gleich Null; weil 
sie aber aus zwei auf einander senkrechten Strecken zusammen- 
gesetzt ist, muss jede einzeln gleich Null sein. Daher folgt 
& — 0 d. h. eine Drehung um den Schwerpunkt findet nicht statt. 
In Gl. (1*) ist o^ die Strecke, welche den Schwerpunkt 
mit dem Angriffspunkt der Kraft verbindet. Ist o, die Strecke 
nach irgend einem andern festen Pnnkte und setzt man 
"arte 
so ist o^ die Strecke vom Punkte (e) nach dem Angriffspankte 
der Kraft und man kann dann schreiben 


(2) f V(e'ui)dn4- (Freed = 
J reams f vepaot 
+ Vlen fu dm) + Ve fya 0) 


so dass die Gleichungen (1) und (1*) auch durch die beiden 


fuam + foao —ıD 
(3) 
Trier wan + f re" pao E) 

ersetzt werden können, Man nennt V (o^ u)dm resp. V (og) dO 
Das Moment der Kraft udm resp. pdO um den Pinkt 
(o). Folglich muss für das Gleichgewicht nicht nur 
die Summe der Krüfte, sondern auch die Sunme 
ihrer um irgend einen Punkt genommenen Momente 
verschwinden. 
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Bezeichnet man wie oben $ 24 mit $52 die drei Einheits- 
strecken auf den drei Coordinatenaxen, so kann man setzen 
4) udm = X£& + Yn +Z 
pdO = MEL Yy+ZL 
Die Zahlen X Y Z, resp. X^ Y' Z’ heissen die Componenten 
der Kraft nach den Coordinatenaxen. Ferner sei 
ef = —P+of tun Le 
o, ——P m t + Yor + Sub, 
so dass zu die Coordinaten des Punktes (oi, 2, y,% die des 
Punktes (o; sind. Dann zerfallen die Gleichungen (2), indem 
man von den Gleiehungen 
VEn =o Fai =S VESS ny 
Gebrauch macht, in sechs Zahlengleichungen, die wenn man die 
Unterscheidung zwischen Massenkräften und Flächenkräften fallen 
lässt und die Integrale durch Summen ersetzt, lauten 


| sX=0 EE Ze, ZZ ss 0 
(5) 3\(e—a,) Y— (y —)) x = 0 3{y—y)Z— (2 —2%) Y =0 
| 3le — 2) X — (vy — 2) D = 


8 26. Die Bewegung eines festen Körpers ist nach § 24 
vollständig bestimmt, wenn für jede Zeit die Summe aller 
Kräfte und die Summe aller Kraftmomente um den Schwer- 
punkt oder einen andern Punkt gegeben ist, da man nach 
G1. (2) im vor. § das letztere Moment auf das erste reduciren 
kann. Man nennt zweiSysteme von Kräften äquivalent, 
wenn beide dieselbe Kräftesumme und dieselbe 
Momentensumme liefern in Bezug auf denselben 
Punkt, 

Aus der Definition folgt, dass man in einem Kräftesystem 
einen Theil durch ein ihm aequivalentes System ersetzen kann, 
ohne dass die Wirkung des ganzen Systems sich ändert, Denn 
diese hängt nur von den beiden Strecken XN und XV (ox) ab, 
welche ja beide ungeündert bleiben. Weil nun V (ex) = 
V(o--px,x), wo p eine ganz beliebige Zahl ist, so ändert 
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sich die Wirkung der Kraft x nicht, wenn man sie am Punkte ` 
(o + px) angreifen lässt, der mit dem ersten Angriffspunkt (o) 
auf einer zur Kraftriehtung parallelen Geraden liegt. Man nennt 
diese Gerade die Wirkungslinie der Kraft und sieht also, 
dass man jede Kraft an jedem Punkt ihrer Wirkungs- 
linie angreifen lassen kann, ohne Aenderung der 
Wirkung. 

Die Krüftesumme ist von der Wahl des Punktes nicht ab- 
hüngig in Bezug auf welehen die Momente genommen sind. 
Dagegen ändert sich die Momentensumme mit der Wahl dieses 
Punktes. Nimmt man die Momente um den Punkt o, so ist 
o= 0, + 0 — 0, = 0, + o, zu setzen und damit wird 

M = XY (ox) = IV (0,4) + NV (9,2) 
: = XV (gx) + V(o,32, 
so dass die neue Momentensumme 
(1) M' = M — V (a, Sx) 
wird. Ist Sx = K so folgt hieraus S(M' K) = S (M K) d. h. 
die Projectionen von M und M’ auf K sind gleich. Daher wird 
M’ möglichst klein — H. wenn es die Richtung von K hat 
una somit = q K gesetzt werden kann, wo g eine Zahl bezeichnet. 

Combinirt man 

M, = qK = M — Y (e, K) 
mit K nach der Regel S, so folgt - 
qS (KK) SON KI 
. S(MK) 
x 7 — §(KK) | 
so dass 7 M, = e die Grósse der kleinsten Momenten- 


(2) 


summe ist. Mit diesem Werth von q folgt 
— KS (M K) -- MS (KK) = Y (o, K) S (KK) 
oder nach (6) 8 18 
V (o, K) S (KK) = — V (K, V (KM) 


Vio S(KK)— V(KM),K} = 0. 
Ist also s eine ganz beliebige Zahl, so wird 


(3) Qo = 
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indem beim zweiten Gliede der Nenner S(KK) in s einbezogen 
ist. Diese Gleichung liefert aber wegen des beliebigen s eine 
Gerade, die mit Ä parallel durch den Punkt i 
5 WM) 
VT AER) 
geht. Sie heisst die Centralaxe. 

Ist S (MK) = 0, so verschwindet die kleinste Momenten- 
summe und das ganze Krüftesystem ist dann der Kraft 
K= 3x üquivalent, die in der Centralaxe wirkt. 
Dies tritt ein, wenn K auf M senkrecht steht. 

Die ganze Rechnung setzt aber voraus, dass TK nicht 
— Null sei. Ist dies der Fall, so kanu natürlich eine einzige 
Kraft dem ganzen Systeme nicht üquivalent sein, Die Gleich- 
ung (1) liefert dann M^ = M d, h. alle möglichen Momenten- 
summen sind gleich. 

Man kann dann versuchen, zwei Krüfte zu bestimmen, die 
dem ganzen System aequivalent sind. Da ihre Summe = 0 sein 
muss, so können wir sie A und —4 setzen. Ihre Angriffspunkte 
seien resp. (ọ,) und (ol Dann muss 

M = V(o2)-4- V(o,, — 2) 

= V(o0, — ës Ai 
sein, so dass die Kräfte und ihre Angriffspunkte nicht voll- 
ständig bestimmt sind. Ein solches System von zwei 
gleich grossen aber entgegengesetzt gerichteten 
Kräften heisst nach Poinsot ein Kräftepaar. Sind 
À' und — 4‘ die Kräfte eines neuen Paares mit den Angriffs- 
punkten o, und o, so ist dieses zweite System dem oben benutzten 
aequivalent, wenn 

V (gi — 0,4) = V (gi -= o, 2). 
Der senkrechte Abstand der beiden Kräfte 2 und — A, der 
soo, Arm des Paares, sei — h, der des zweiten Paares A: 
dann verlangt obige Gleichung, dass die Ebene durch A und — A 
parallel sei mit der Ebene dureh 4 und — 4‘, dass 

WA — M una: 

sei und dass die beiden oben mit V bezeichneten Strecken dieselbe 
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Richtung haben. Das Product h-7/ heisst das Moment des 
Paares, Folglich kann ein Kräftepaar in seiner Ebene 
beliebig verlegt, und die Ebene parallel verschoben 
werden, ohne dass das Paar seine Wirkung ändert, 
wenn nur das Moment dasselbe bleibt. 

Zwei specielle Fälle sind noch zu erwähnen. Liegen 
alle Wirkungslinien in einer Ebene, so gehört Xx dieser 
Ebene an und die Momentensumme M steht auf der Ebene 
senkrecht. Wenn also Sx nicht gleich Null ist, so kann ein 
solches System stets durch eine Einzelkraft ersetzt werden 

Sind zweitens alle Kräfte parallel, so kann man 
setzen x — k-v, wo k Zahlen sind und die Strecke » eine 
den gegebenen Kräften parallele Einheitsstreeke bezeichnet. 

Dann ist K—».Xk und M = XV (g,kv) = NkbV(gy)—. 
= FG Eih, so dass M auf K senkrecht steht. Ist somit X 
nicht = 0, so kann man das System durch eine einzige Kraft K 
ersetzen, deren Wirkungslinie parallel mit » durch den Punkt. 

E VO, Vie, »)) 
DU 7 9 90 
geht, wobei No = ı gesetzt ist. Nach (7) S 18 wird dies 
S(k S (», 3k 
o= e _ n Uc 9 
Aendert sich » in »' so erhält man eine neue Wirkungs- 
linie, die mit der vorigen den Punkt 
Xko 
MEN ` 
gemein hat, der der Mittelpunkt der parallelen Kräfte 
heisst. Ist die Kraft x — dm-av, wo dm die Masse des 
Punktes, auf den x wirkt und a eine constante Zahl bezeichnet, 
so wird der Mittelpunkt dieser Parallelkrüfte gegeben durch 


I o je 
nr, 
foam fam 


und ist folglich der Schwerpunkt, in dem man sich dann die 
Kraft K= [adm.v = a» [am wirkend denken muss. 


http://rcin.org.pl . m 


SSeS [$ 27 


§ 27. Wie für jeden Körper, so gilt auch für einen 
festen Kórper das Princip der lebendigen Kraft, wie es in Gl. (7) 
$ 22 ausgedrückt ist. Bei einem festen Körper ändert sich 
aber die Entfernung zweier Punkte von einander nicht und 
folglich ist r, von der Zeit nicht abhängig. Daher ist für 
einen festen Körper 


(1) oF = [ans y) + faos op 

Nun war 

L=— l [ams oy 
und die Geschwindigkeit y war nach § 23 (4) 
aP 
y= a tC = rt Vee) 
Damit wird 
S (yy) = S (Yoo) + 25 (yo, V (9) + S (V (ee), V (o' €)) 
Wenn man L bildet, so wird 


fams (a V (¢'8)) = st red et Säi 


weil f o'dm = 0 ist, da ja o' vom Schwerpunkt ausgeht, 
Da ferner nach (3) § 18 
S (V ee, V (o'&)) = S (ee) S (o' o) — S (o' €) 

ist, so wird das Integral davon nach (2) § 24 

= fam seo sie 0^) — S (o' €) 

= J.S (ee) 
wenn J das auf die Axe e bezügliche Trigheitsmoment be- 
zeichnei. Hiemit folgt endlich 


(2) JE 15 oy): | am + i JS (ee)- 


Wenn die Bewegung eines Körpers durch äussere Hinder- 
nisse sc beschrünkt ist, dass sein Ort von einer einzigen Ver- 
änderlichen abhängt, so reicht eine Gleichung zur Bestimmung 
der Bevegung hin. Als diese kann man dann die eben ent- 
wickelte der lebendigen Kraft wühlen. 

t 5* 
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Dies tritt z. B. ein, wenn der Körper sich um eine in 
ihm feste Axe drehen soll,’ die auch gegen das zu Grunde 
gelegte Coordinatensystem fest ist. Dann ist e und J constant 
und folglich erhält man 


S LG 77) fam = [am S(uy) + feos y) 


aus der y, und der Ort des Schwerpunktes sich ergibt. 


V. Mechanik eines Systems von festen Körpern. 


§ 28. Wir betrachten jetzt noch ein System von mehreren 
festen Kórpern die so miteinander verbunden sind, dass sie sich 
noch einzeln gegen einander bewegen können, dass sie also nicht 
zusammen ein starres System bilden. Die Art der Verbindung 
kann nur eine solche sein, dass die Körper sich gegenseitig 
berühren und dass diese Berührung während der Bewegung 
bestehen bleibt. An diesen Berührungsstellen üben die sich 
berührenden Kórper Krüfte aufeinander aus die dem allgemeinen 
Gesetze der Gleichheit von Action und Reaction gehorchen. 
Jeder einzelne Körper des Systems bewegt sich unter dem 
Einfluss dieser Kräfte und der äusseren Kräfte, die sonst noch 
auf ihn ausgeübt werden, und man kann die Gleichungen auf- 
stellen, die seine Bewegung ergeben. Da aber die in den 
Berührungsstellen thätigen Kräfte noch unbekannt sind, so muss 
man die Bewegungsgleichungen für die sämmtlichen Körper 
noch mit den geometrischen Bedingungen des Systems combiniren, 
um alle Unbekannte zu bestimmen. Häufig tritt dabei der Fall 
ein, dass die Gegenkráfte in den Berührungspunkten sich nicht 
bestimmen lassen. Diese Betrachtungen sind auch anzuwenden, 
wenn es sich um das Gleichgewicht eines Krüftesystems an 
einem beweglichen System von Kórpern handelt, nur werden 
dann auf der einen Seite der Bewegungsgleichungen die Be- 
schleunigungen der Schwerpunkte und die Flichenbeschleunigungen 
der einzelnen Kórper gleich Null zu setzen sein. Auch dabei 
tritt die erwühnte Unbestimmtheit auf, besonders wenn man 
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annimmt, dass die sich berührenden Körper rauh sind und 
Reibung ausüben. 

Als Beispiel möge das Gleichgewicht der Kräfte an einer 
Kette betrachtet werden. Es seien g,g,...g, ihre Glieder. 
An g; wirke die Kraft x, (i = 2..n — 1); an g, die beiden 
Kräfte x und z', an g, die x, und — x”, Jedes Kettenglied 
móge dabei das vorhergehende und folgende berühren in je 
einem Punkte. An der Berührungsstelle von g; mit g,., wirke 
auf o die Kraft 2,, so dass auf g,., die Kraft — A, wirkt. 
Bezeichnen noch o, o^, o, und o; die Radii Vectoren der Angriffs- 
punkte der Kräfte x‘, x”, x, 4, resp. so gelten die Gleichungen 
für das Glied g, 

WIN CoL eve 
V (o, xi) + V(gi 4) — V (Gis its) = 0. 
Für das erste Glied lauten die entsprechenden Gleichungen 
K EN SE, | 
V (93) + V (ox!) — V (9: 49) = 0 

und für das letzte 

(4, — x" +d, — 0 

UY (o, 4a) — V (e x") + V (9, dn) = 0. 

Diese Gleichungen sind freilich nieht hinreichend, um ohne 
weitere Angaben die Gestalt der Kette zu finden. Dagegen kann 
man mit ihrer Hilfe die Frage lósen, ob eine gegebene An- 
ordnung Gleichgewichtsfigur sein kann. 

Werden die Kettenglieder immer kleiner, so nähern sich 
die Linien, welehe die Berührungspunkte der einzelnen Glieder 
verbinden, mehr und mehr einer Curve. Ist s die Bogenlinge 
der Curve bis zu dem Punkte (o) und s+ ds bis zu (@;4,), 
schreibt man ferner x, 4, o für x, A, o, und A+ dA, 0+ do 
für An 0,4: 80 werden die Gleichungen (1) 

x = dA 
Y (ox) = d V(oÀ) 
folglich ist 
V(o,d}) = d V (02) = V(o,d}) + V (do, d), 
so dass V(do,A) — 0 ist. Ist die Schwere die einzige wirkende 
Kraft und bezeichnet « eine vertikal nach abwärts gerichtete 
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Strecke, so kann mar setzen x = gads, wo q eine Zahl ist. 
Ist q constant, so wird folglich 


= gas +B 


unter 8 eine constante Strecke verstanden und folglich ergibt 
sich die Differentialgleichung 


v (aes + 8) = 0, 


deren Integration am besten mit Einführung von Coordinaten 
erfolgt und zwischen diesen eine Gleichung der Form 


ign] 
ergibt, wenn man das Coordinatensystem in passender Weise legt. 


§ 29. Die allgemeinen Sätze über die Bewegung des 
Schwerpunktes, das Princip der Flächen und das der lebendigen 
Kraft, die wir oben in Së 23—27 für einen festen Körper 
aufgestellt haben, lassen sich auch ausdehnen auf ein System 
von Körpern; da die beiden ersten Sätze für einen ganz beliebigen 
Körper aufgestellt wurden und ein irgendwie beschaffenes System 
von festen Körpern wieder einen, wenn auch nicht mehr festen, 
Körper darstellt, so gelten sie auch für ein solches System, wie 
wir es in den letzten $$ betrachteten. 


Das Princip der lebendigen Kraft dagegen erfordert eine 
besondere Behandlung. 


Sei L, die lebendige Kraft für den ersten Körper, L, die 
für den zweiten u. s. w., seien ferner x, irgend eine der am 
ersten Körper thätigen äusseren Kräfte, y, die Geschwindigkeit 
ihres Angriffspunktes, x, und y, das entsprechende für den 
zweiten Kórper u. s. w., so ist 


dL Ké 
. di = TS en) 

dL 

KS = ZS (x, 
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wo sich die Summe über alle an dem fraglichen Kórper an- 
greifende Kräfte erstreckt. Durch Addition folgt, wenn man 


L4La.c—L 


setzt 


wo nun die Summe rechts üher alle an sämmtlichen Körpern 
wirksamen Kráfte zu nehmen ist. Deren sind nun verschiedene 
Gattungen: Erstens Krüfte, welche von Punkten oder Kérpern 
die dem System nicht angehóren, auf dessen Theile ausgeübt 
werden. Dazu gehören eigentlich auch die Kräfte, welche 
Hindernisse, die dem System nicht angehóren, auf die Kórper 
des Systems ausüben. Wir wollen diese aber als eine besondere 
Categorie aufführen. Zweitens Kräfte, welche die einzelnen 
Körper des Systems in den Berührungspunkten auf einander 
ausüben und die je paarweise gleich gross und entgegengesetzt 
gerichtet sind. Drittens Kräfte, die ebenfalls die einzelnen 
Körper des Systems auf einander ausüben, die aber, wie An- 
ziehungs- und Abstossungskräfte nicht an den Berührungsstellen 
wirken. Endlich viertens die oben erwähnten Hindernisskräfte. 
Die Kräfte erster und dritter Art sind in der Rechnung zu be- 
rücksichtigen, wenn man auch in vielen Fällen die letzteren 
wegen ihrer Kleinheit vernachlässigen darf. Die zweiter und 
vierter Art dagegen lassen eine Reduction zu. 

Sei x eine solehe Kraft der zweiten Art, die z. B. den 
ersten Körper angreift, so wirkt die — x auf den zweiten. 
Die Angriffspunkte beider Kräfte fallen in einen Berührungs- 
punkt der beiden Kórper zusammen, kónnen aber verschiedene 
Geschwindigkeiten y, und y, haben. Dann tritt oben in der 
Summe auf S(xy,) und S(—z,y.) die zusammen S (x, y, — y;) 
geben. Nun zerlegen wir x in eine Componente v, die die 
Richtung der gemeinsamen Normalen beider Flächen in dem 
Punkt hat, in dem sie sich berühren und in eine darauf senk- 
rechte, tangentiale Componente +, so dass x —»-« ist. 
Dann wird ^ 


S (xy um y» =f (v, Jis ys) + S (7, Pion ys) 
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(Figur 5.) Man kann nachweisen, 


dass der erste Summand gleich 
Null ist. Es mógen (Figur 5) 
zur Zeit £ die beiden Flächen 
o P sich im Punkte C berühren 


ees p a D und zur Zeit t+ dt im 
Punkte C’. Zu dieser Zeit 
\ seien die beiden Punkte, welche 
\ zur Zeit t in C vereinigt lagen 
\ nach C, resp. C, gelangt, dann 
ist CC, = y, dt, CC, = dt, 
daher 
(7: — 72) dt = GC, = CC + C C 
Die Linie C, C', die zwei unendlich nahe Punkte der ersten 
Flüche verbindet, bildet mit der Normalen im Punkte C' einen 
Winkel, der sich von einem Rechten unendlich wenig unter- 
scheidet, und da die Normale in C’ mit der in C selbst einen 
unendlich kleinen Winkel bildet, so ist auch der Winkel von 
C'C, mit » unendlich wenig von einem Rechten verschieden. 
Das Gleiche gilt aber von C, C', so dass 
8 (v, yi — y) = S (r, C) + S(», C €) —0 
ist. Ist somit r — 0 d. h. findet in dem betrachteten 
Berührungspunkt keine Reibung statt, so zerstören - 
sich die Arbeiten der beiden Druckkräfte, die in 
dem, betrachteten Punkt auf beide Körper wirken. 
Die oben charakterisirten Kräfte zweiter Art geben also zur 
Summe der Arbeiten keinen Beitrag, wenn die Berührung ohne 
Reibung stattfindet. Sind dagegen die Flächen fauh, so dass 
eine Reibung eintritt, so ist, wie die Erfahrung gelehrt hat, 
v gleich gerichtet mit y, — 7, und ihrer Grösse nach gleich 
T » mal dem Reibungscoefficienten f, so dass die Arbeit dann 
einen negativen von Null verschiedenen Werth erhált, der 
= — f-Tv-T (y, — y) ist. 
Ist z eine Kraft der vierten Art, so ist die Arbeit 
= S(xy,), wenn y, die Geschwindigkeit ihres Angriffspunktes 
ist, Ist y, die Geschwindigkeit desjenigen Punktes des Hinder- 
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nisses, welcher mit dem Angriffspunkt von x coincidirt, so er- 
gibt sich nach dem eben Bewiesenen 
S (x5) = S(xy») —fTv.T(, — 9. 

§ 30. Man kann die Gleichgewichtsbedingungen noch in 
einer anderen symbolischen Form ausdrücken, zu deren Ab- 
leitung wir uns jetzt wenden. 

Wir betrachten ein System von festen Kérpern, die irgendwie 
mit einander verbunden sind und deren Bewegung durch andere, 
dem betrachteten System nicht angehórende, Kórper beschrünkt 
wird. Auf die Punkte der Körper mögen Kräfte wirken, die 
bei der Bewegung entweder constant bleiben oder ihre Grösse 
und Richtung blos desswegen ändern, weil ihre Angriffspunkte 
oder die Punkte, von welchen sie ausgehen , sich verschieben. 
Die im vor. S als Krüfte zweiter, dritter und vierter Art be- 
zeichneten Krafte haben diese Eigenschaft. 

Zur Zeit t — 0 mögen alle Körper des Systems sich in 
Ruhe befinden oder die Geschwindigkeit Null haben. Da wir 
nicht voraussetzen können, dass zur Zeit ¢ = 0 irgend ein Punkt 
existirt, der eine Beschleunigung besitzt, so wollen wir allgemein 
annehmen, dass der Radius Vector o zur Zeit ¢, eines Punktes, 
der zur Zeit £ — 0 sich in (o,) befand, durch die Gl. 

1) GET kd ett 

gegeben sei; wo also 2 der erste Coéfficient ist, der nicht für 
alle Punkte verschwindet, während alle die früheren für jeden 
Systempunkt — 0 sein mögen. 

Ist x die Kraft, die zur Zeit t — 0 auf den Punkt (o) 
wirkt und ist sie zur Zeit ¢ gleich z, geworden, so ist nach 
dem oben Bemerkten x, entweder = x oder x, — x lässt sich 
in eine Reihe entwickeln, die nach Potenzen von o — o, fort- 
schreitet und deren Coéfficienten von der Zeit nicht abhängen. 
Setzt man für o — o, seinen Werth aus (1) so wird 
(2) x, =x Hw E.. 
dieselbe Form ergibt sich wenn x von mehr als einem Punkt 
abhängt, weil die Gleichung (1) für jeden Punkt gilt. 

Ist nun L die gesammte lebendige Kraft des. ganzen ` 
Systems zur Zeit ¢, und Adt die Arbeit aller Kräfte in der 
Zeit dt, so ist 
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L = faa, 
weil ja zur Zeit t= 0 L = 0 ist. Hier ist 


Jig — + x [ans 67) = Te” Z [ ams (23) F. 
wo das Integral sich je auf einen Körper bezieht und die Summe 
sich auf die verschiedenen Körper erstreckt. 

Ferner ist A = XS (x,y), wobei nach den Erörterungen 
des vor. § in der Summe die normalen Componenten der Wider- 
stände in den Berührungspunkten nicht berücksichtigt zu werden 
brauchen. Es ist aber 


d dx, 
giS o € — e) = S y) - 8 E A m e.) 
x, 


Setzt man im zweiten Theile rechts die Reihen fiir E 


und o —o,, so erhält man eine mit /"-' beginnende Entwickel- 
ung, aus der durch Integration nach ¢ eine mit €" beginnende 
folgt. Aus der linken Seite entsteht durch Integration S (x,, o — 0,). 
Wenn man hier für x, die Reihe einsetzt, so kommt S (x, ọ — @,) 
plus einer mit £^" anfangenden Reihe. Also ergibt sich 
[35 (x, y) dt = XS (x, o — o) + einer mit 2" beginnenden 
2 
Reihe und dies ist wieder = 5 my fams ep) d.e 
so dass C S(x,o— o) gleich wird einer mit "° beginnenden 
Reihe, deren erster Coöflicient positiv und nicht Null ist, weil 
nicht alle 2 Null sind. 

Für gehórig kleine Werthe von ¢ ist dieser Ausdruck 
sicher von Null verschieden und positiv. Folglich muss auch 
für gehörig kleine Werthe von ¢ die NS(x,o— 0) > 0 sein. 

Bei der wirklich stattfindenden Bewegung des Systems, 
die von der Ruhelage ausgeht, ist also die Summe 
(3) sS (x, ei Qo) 
sicher positiv. Oder umgekehrt, wenn man für eine geometrisch 
und physikalisch mógliche Bewegung des Systems, bei der weder 
die einzelnen Körper noch ihre Verbindungen zerrissen werden, 
die obige Summe Null oder negativ findet, so kann man sicher 
sein, dass diese Bewegung nicht eineFolge der wirkenden Kräfte 
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sein kann. Man nennt eine Bewegung des Systems, die geometrisch 
und physikalisch möglich ist, ohne die Verbindungen der Körper 
noch diese selbst zu vernichten, eine virtuelle Bewegun g. 

Findet sich nun, dass bei jeder virtuellen Bewegung die 
Summe (3) Null oder negativ ausfällt, so kann gar keine mög- 
liche Bewegung die Folge der Kräfte x sein, d. h. diese 
halten sich am System das Gleichgewicht. Man 
nennt S(xó) die virtuelle Arbeit von x bei der virtuellen 
Bewegung ô und kann dann sagen, nothwendige und hin- 
reichende Bedingung des Gleichgewichts von Krüften 
an einem System von Körpern ist, dass die Summe 
der virtuellen Arbeiten aller Krafte, bei jeder 
virtuellen Bewegung des Systems nicht positiv sei. 

§ 31. Auch die Gleichungen für die Bewegung eines 
Systems von festen Kórpern lassen sich symbolisch zusammen- 
fassen, An dem Punkte (o) möge eine äussere Kraft o, an- 
greifen und bei der entstehenden Bewegung dieser Punkt die 
Beschleunigung 3 erhalten. Bezeichnet man mit Sa, die Summe 
aller inneren Kráfte, welche auf den Punkt wirken und die 
durch die Kräfte «, hervorgerufen werden, so ist 


dm, pi = a+ Xa, 
k 


oder 
— dm ++ Na, = 0. 
k 


Wenn man nun annimmt, dass auf den Punkt (oj eine 
Kraft — dm,g-- a; einwirkt, so zeigt diese Gleichung, dass es 
immer Kräfte c, gibt, welche für jeden Punkt die genannte 
Kraft zerstören. Folglich halten sich die Kräfte — dm; bi Lo 
an dem System das Gleichgewicht und folglich muss für jede 
mit den Bedingungen des Systems verträgliche Bewegung d 
die Ungleichung bestehen 

XS (—dmp + 0,0)<0; 
oder wenn man die Summen XS(a,0), die sich über einen ein- 
zelnen Körper erstrecken, in die Körper- und Flächenintegrale 
theilt 


oS sfs- dmß,d) + z| [swo dm + Ia gd 
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Weil von der wirkenden Kraft « nur ein Theil dau? in 
der erzeugten Beschleunigung wieder zum Vorschein kommt, kann 
man die Kraft « — pdm als verlorene Kraft bezeichnen und 
" dann die vorige Gleichung so aussprechen: Die verlorenen 
Kräfte halten sich an dem Punktsystem in jedem 
Augenblicke das Gleichgewicht. Dieser Satz heisst 
das d'Alembert'sche Princip. 


VI. Anhang. 


§ 32. Ist x eine Kraft, die mit der Zeit variabel auf 
einen Punkt (o) wirkt, und bezeichnet man sie als Function 
der Zeit mit x (t), so findet sich die Geschwindigkeit y zur Zeit 
t aus der y, zur Zeit ¢, mit Hilfe der Gleichung 


1) dm-y — dm-y, - f. x (U)dt' 
to 


und der Radius Vector o zur Zeit ¢ entsteht aus dem o, zur 
Zeit t nach der Beziehung 


j LUN Vis f 
Ti = 0, + sl dt 
durch 
1 Jj. i d. id dt" 
2) Q = % + Yo (¢ — t) + Sw "i t s CH 1 


Nun möge ¢ sich dem £, nähern und dabei x (t) so in's 
Unendliche wachsen, dass 7 von y, verschieden wird. 

Man kann sich dabei die Function x(t) so beschaffen 
denken, dass bei diesem Grenzübergang o = o, wird. Dies 
würde z. B. eintreten, wenn man, unter « eine constante Strecke 
verstanden, setzt 


adm 
«(t ) zx De E 
womit 
(y "S y) =a 


0 
e=a+7(t—t) + = (t—1) 


wird, so dass mit abnehmendem £ — £, 
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lim (y — 4) = & 

lim (o9 — o) = 0 
wird. Dieser Grenzfall entspricht also einer plötzlichen Aender- 
ung der Geschwindigkeit ohne Ortsveründerung. In der Natur 
kommt dies nicht vor, dagegen eine grosse Geschwindigkeits- 
änderung bei kleiner Ortsveründerung in einer sehr kleinen Zeit. 
Wirkungen mit solchem Erfolg werden Stosswirkungen genannt. 
Der oben untersuchte Grenzfall gibt näherungsweise an, wie sich 
die Stosswirkungen thatsächlich verhalten. Man wendet den 
Namen Momentankraft auf eine Kraft an, die wihrend 
einer kleinen Zeit mit grosser Intensität wirkt und 
in der Grenze eine plótzliche Geschwindigkeits- 
änderung ohne Ortsveränderung erzeugt. 


Wir wollen nun untersuchen, wie die Wirkung von 
Momentankräften auf einen festen Körper sich äussert. Ist 


J dm — M die Gesammtmasse, P der Radius Vector des Schwer- 


punktes, so ist 


wenn x die gewöhnliche, x’ die Momentankraft bezeichnet, die auf 
einen Punkt wirkt. Es folgt daraus 


aP 2P) = sl: sl: 
(3) M we 7 m Na me $ dt 


und folglich beim Grenzübergang 


OP “GP | <a TI 
] I —— — = «= A x! dp 
M lim | di, d i, | lim P ( 


Ist ferner ® die Flächengeschwindigkeit, so ist 


dae 


en b] » by y! 
dt tom SS V(o,x) +5 V (o, x^), 


daher 
1 t 
D, — (0, = sl V(o,z) dt 4- ij V (o,,) dt. 
ty to 
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Nun ist aber 


5 Ve { wan = ro," z'! dt) + V(o, x") 
t ty ty 


daher, wenn o = o, für t= t, und = o, für ¢ — t, ist, 


Ve fwan = (ready + [at vo, fx! ab. 


Geht man zur Grenze über, so verschwindet das zweite 
Glied rechts und es bleibt 


lin f" V(o,x')dt = lim rie, | war 
to H 


= V (o,, lim d én, 
so dass 
(4) lim(®, — 0) = XY (o, lim f "y db 
sich findet. 


Die durch den Stoss bewirkte Aenderung in der Geschwindig- 
keit des Sehwerpunktes und der dree ge hängt 


somit nur von 
et D 
lim $ x'dt 
t 


ab, welche Strecke man nach Grósse und Richtung als das 
Maass der Momentankraft bezeichnet. Ist diese so be- 
stimmte Strecke — g, so wird also durch den Stoss die Ge- 
schwindigkeit des Schwerpunktes um £c, die Flächengeschwindig- 
keit um XV (og) geündert. 


8 33. Zum Sehlusse sollen noch die Aenderungen be- 
trachtet werden, welche die Maasszahlen der in der Mechanik 
gebrauchten Grössen bei einer Veränderung der Einheiten er- 
leiden. Seien ¢ die Zeit, m die Masse, T'o, Ty, T9, Tx resp. 
die Längen- oder Maasszahlen von Radius Vector, Geschwindig- 
keit, Beschleunigung und Kraft bezogen auf die Einheiten: eine 
Secunde, ein Meter und ein Kilogramm von Zeit, Länge und 
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Masse. Nun mógen als neue Einheiten zu Grunde gelegt 
werden: Z Seeunden, L Meter und M Kilogramm. Die oben 
angeführten Maasszahlen seien dann entsprechend t, m’, Tei, 
Ty, Tp, Tx’. Dann ist offenbar 


1) H = m = = Te! se di 

Aug Ty = roe — SE folgt dann Ty = GE 
daher d 
2) Ty = Sa, 

Ferner ergibt I = gat = zd Te = SE , dass 
3) Tp! = T0 


ist. Weil Tx =m- T8 und Tx’ = m'-T so ist weiter 


TE a 

EN Ty = Tx "LM 

Wenn ferner da und da’ die Zahlen sind für die Arbeiten 

der Kraft x längs des unendlich kleinen Weges do, so dass 
da = S(x,do), dai = S(z',do’) ist, so folgt 


KA 
5) da’ = da: Là 
da’ da 
und für die Leistungsfähigkeit 4’ = ar und: d = di besteht 
die Beziehung 
Z 

em * - 

9 T D E 


Sind l’ und / die Werthe der lebendigen Kraft, also 
= — SODAm, Ss > S(y'y')dm’, so ergibt sich 
KA 
ML: 21 


dl’ Z dl dt — E^ di he EE * 
dv ML at dat ML dt ere eee 


7) Is 


EN 
e | 
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